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Résumé — Nous proposons une famille d’algorithmes de lissage non-local d’images, approximant 1’application d’EDPs de diffusion dans un
espace Euclidien de patches d’images. Nous projetons d’abord 1’image a traiter dans cet espace de grande dimension, et nous en estimons une
géométrie locale grace a une extension multi-dimensionnelle des tenseurs de structure. L’analyse des éléments propres de ces tenseurs nous
sert ensuite a diriger une EDP de diffusion anisotrope basée patch, qui a a la fois un comportement de régularisation local et non-local, et
dont la solution peut s’estimer par des successions de convolutions locales orientées. Nous montrons en particulier que le Filtrage Bilatéral et
I’algorithme des Moyennes Non-Locales sont les cas isotropes de notre formalisme général de lissage non-local par patch.

Abstract — We design a family of non-local image smoothing algorithms which approximate the application of diffusion PDE’s on a specific
Euclidean space of image patches. We first map the degraded image onto this space and estimate its corresponding high-dimensional geometry
thanks to a straightforward extension of the structure tensor field. The analysis of the tensor spectral elements allows us to design and direct a
high-dimensional smoothing process by anisotropic regularization PDE’s which have both local and non-local properties and whose solutions
are estimated by local oriented convolutions. We show that the Bilateral Filtering and Non-Local Means methods are the isotropic cases of this

smoothing framework.

1 Introduction

Ces dernieres années ont vues un regain d’intérét certain pour
les méthodes basées sur [’analyse des patches en traitement
d’image. Un patch, défini simplement comme un voisinage
local (souvent carré) d’une image, est un modele treés simple
a manipuler mais qui a la capacité intrinséque de capturer des
informations sur les structures non-locales des images (comme
les textures par exemple). Les algorithmes basés patch sont
relativement intuitifs : souvent, ils reproduisent la fagon dont
un humain peut appréhender certaines tiches de vision, en
analysant et comparant semi-localement des régions d’images
entres elles. Ces algorithmes sont généralement assez simples a
implémenter et fournissent des résultats souvent remarquables.
Ils sont notamment connus pour donner de bonnes solutions
aux problémes de I’estimation de champ de déplacement entre
deux images (par mise en correspondance de bloc), [10],
de la synthese de texture a partir de modeles [1, 9, 22], du
transfert de textures entres images [2, 12] ou encore de I’
“inpainting” d’images [6, 11]. De tres bons résultats ont été
également obtenus récemment pour le débruitage d’images,
avec I'introduction de la méthode des Moyennes Non-Locales
[5], suivie entre autres par [4, 7, 13]. Ces méthodes operent
principalement en calculant des moyennes pondérées de
patches a différents endroits de I’image. L’excellente qualité
des résultats obtenus ont tres vite placés ces algorithmes dans
le peloton de téte des techniques de lissage/débruitage d’image.

Clairement, ces méthodes concurrencent sérieusement
d’autres techniques de régularisation d’images déja bien

établies, comme celles basées sur les EDP de diffusion ani-
sotropes par exemple. Un de leur grand avantage est leur non
localité intrinseque : elles sont capables de prendre en compte
des informations images spatialement étendues et les aspects
d’auto-similarités de celles-ci. Comme le bruit est un proces-
sus stochastique aléatoire, analyser plusieurs échantillons de
régions similaires aide énormément & reconstruire des ver-
sions dénuées de bruit des ces régions [13]. A D'inverse, la
régularisation par EDPs agit a une échelle plus locale en simu-
lant des processus physiques de diffusion des pixels. [15, 18,
20, 23]. Mais cette localité va aussi de pair avec un contrdle
trés précis du comportement anisotrope du lissage. Celui-ci est
localement ajustable et permet souvent de prendre en compte
des contraintes spécifiques aux applications visées.

Combiner le meilleur de ces mondes locaux et non-locaux
est un challenge stimulant, et nous souhaitons ici aller dans
ce sens, en proposant une méthode de régularisation basée sur
la construction d’un espace de patches d’images, de grande
dimension, sur lequel I’'image dégradée est projetée. Chaque
patch existant de I’image d’origine est projetée (continuement)
en un point unique de cet espace, telle que la géométrie de
la surface obtenue refleéte a la fois les informations structu-
relles locales et/ou non-locales des régions de I'image. Cette
géométrie est estimée par le calcul d’un champ de tenseurs
de structure multi-dimensionnels qui est 1’extension naturelle
des techniques déja proposées dans [8, 23]. Cela nous amene
a I’élaboration d’un processus de lissage non-local orienté par
ces tenseurs et exprimé sous la forme d’une EDP de diffusion
anisotrope multi-valuée dans 1’espace des patches de I’image.



Pratiquement, nous montrons que la solution de cette EDP
peut s’approximer par des séries de convolutions locales ex-
primées dans le domaine original de I’image, ce qui évite la
construction explicite de I’espace des patches. Nous montrons
également que les cas isotropes de notre formalisme reviennent
aux algorithmes bien connus des Moyennes Non Locales et du
Filtrage Bilatéral [5, 19]. Des comparaisons et résultats d’ap-
plications pour le débruitage d’images couleurs concluent cet
article.

2 Définition de I’espace des patches

Soit I: Q € R2 — R™, une image 2D bruitée (n = 3 pour
une image couleur). La i*™ composante d’une variable multi-
valuée X sera notée X;. Nous définissons le patch P(Iz,y)
comme I’ensemble des valeurs des pixels appartenant a une
discrétisation spatiale locale d’une région carrée p x p de I,
centrée en (x,y). Pour simplifier, le pas de discrétisation spa-
tial est considéré comme valant 1. La dimensions p du patch est
supposée impaire, p = 2¢ + 1 (¢ € N). Un patch 7? ,) peut
étre ré-ordonné en un vecteur de dimension np? comme :
Iae—q.y—q): J In(r+q7y+q))

P(vay) = (Il(zfq-,y*q% AR

A noter qu’une étude de la variété des patches pour certaines
classes d’image été proposé dans [16]. Ici, nous allons plutdt
analyser la géométrie de cet ensemble de patches directement
dans I’espace Euclidien auquel il appartient.

Projection dans I’espace des patches : Soit ' = 2 x R"pz,
I'espace des patches (diim(I') = (np? + 2)). Chaque point p
de I' est un vecteur qui contient a la fois des informations sur
des coordonnées (z, y) dans {2 mais aussi sur toutes les valeurs
possibles des patches P de taille p x p dans R, Evidemment,
nous souhaitons mettre en valeur les points p = (x, y, P(IN/))
de I' qui sont les positions des patches existants dans I (c-a-d
les patches localisés de T). Nous définissons donc la fonction
Isur I telle que i(p) est non nul seulement pour ces patches

localisés : I: ' — R+l tq. VpeT,
I (I(m y)vl) si P = (J},y,PI )
I, =<9 3% (z,y) 1
(®) { 0 sinon M

L application F telle que I = F(I) calcule une représentation
par patch de 1. Notons que I’espace des valeurs de Iaune
composante supplémentaire valant 1 pour les patches localisés
de I. Cela est comparable a ce qui est fait lorsque 1’on manipule
des espaces projectifs : cette valeur supplémentaire joue un role
de pondération lorsque 1’on va inverser JF, c-a-d. retrouver I a
partir de I. Intuitivement, elle définit combien un patchde I' est
significatif, et par défaut tous les patches de I’image initiale I
ont la méme importance. Notons également que I est une fonc-
tion multivaluée discontinue. Nous considererons par la suite
une version continue I, = I « G, de I od chaque patch P(Iz,y)
de I est projeté comme une fonction Gaussienne normalisée G
de variance € proche de 0, plutét que comme un Dirac sur I'.

Rétro-projection : Comme I est de grande dimension, il n’y a
pas de facon unique d’inverser F. Nous proposons la méthode
de rétroprojection suivante en deux étapes : premierement, le
patch le plus significatif Pszg (1) est recherché dans I, et ce,
pour chaque emplacement (x,y) de €. Ce patch est celui qui
possede la composante projective maximale :

szg (z,y) = argmaxqeRnPQ inp2+1(-ra Y, q) (2)

Notons que si I'on perturbe [égerement I, il est probable
que ’on retrouve Pug(Ly) a la méme position P(Iw,y) que
les patches d’origines, mé€me si les valeurs des pixels de ces
patches sont différents. Dans un deuxieme temps, 1’image
rétro-projetée I est reconstruite 2 partir de ces patches signi-
ficatifs. Ici, nous considérons une stratégie trés simple consis-
tant a copier le pixel central normalisé de ces patches P!

sig(z,y)
a leur emplacement (x, y) correspondant dans €2 :
V( ) cQ f N f +P2+1 (I’y’PZiy(a:,y)) 3)
€,y ) i(z,y) — I 2+1(m v, fP“g(I y))

Nous aurions pu également copier un sous-ensemble plus
grand de chaque patch en moyennant les pixels communs aux
patches qui s’intersectent. Ces considérations de recopie et/ou
moyennage apparaissent trés souvent dans la littérature des
méthodes basées patch. La meilleure stratégie a adopter dépend
généralement du type d’application visée.

Cette transformée par patch est simple, mais elle permet de
projeter en méme temps les informations structurelles locales
et/ou non-locales de I'image I sur un espace Euclidien I" dont
les points proches et non-nuls correspondent a des patches qui
sont “similaires” (au sens de la norme Lo) et/ou spatialement
proches. Notons également que 1’'importance entre distance
spatiale et distance “patchiale” peut-€tre facilement modulée
en multipliant les valeurs des patches par un ratio A € R™.
De cette fagcon, appliquer un processus qui est local par nature
dans T plutot que dans €2, puis rétro-projeter le résultat dans
, est une facon élégante de munir ce processus de propriétés
non-locales. C’est ce que nous nous proposons de faire main-
tenant dans le cas particulier du filtrage d’image, basé sur un
processus local de diffusion anisotrope par EDP préservant les
discontinuités dans I'.

3 Géométrie multi-dimensionnelle de I

Lisser I de maniére anisotrope requiert de connaitre sa
géométrie locale dans I', c-a-d. analyser les directions et
les amplitudes de variation de ses discontinuités. Pour des
images multivaluées usuelles 2D/3D, de telles informations
sont données par les éléments propres des points du champ
(éventuellement lissé) de tenseurs de structure J, [8, 23].
L’expression de J, ne dépend pas de la dimension de 1’es-
pace et on peut donc le considérer ici dans notre espace I,

=>", VIWVIM, ot I;, = I; G, estune version filtrée
de I; par un noyau Gaussien G, de dimension (np? + 2).



Estimation des gradients lissés : Concrétement, la grande di-
mension (np? 4+ 2) de T pourrait étre un obstacle majeur 2 I’es-
timation de J, puisque il est en réalité impossible de stocker
I’ensemble des valeurs de I dans la mémoire d’un ordinateur.
En fait, les Vfw(p) peuvent se calculer directement dans le do-
maine €2 de I'image originale grace a la propri€t€ de dérivation
de la convolution (I * K) = I OK, et au fait que I s annule
presque partout sauf en (x, y, P(w,y)). Finalement,

VpeTl, VIiU(p) =

Ly VG did

f(k,l)eﬂ o(P—d(k,1))

ou qqi,y = (k,1, P(Ik,z)N)' Une fois les VI, estimés, le calcul

du tenseur de structure J, devient immédiat.

Analyse de la géométrie : Comme démontré dans [8], les
éléments propres des tenseurs sont liés aux variations locales
de la fonction multivaluée étudiée. Ici, N(p) = trace(J ®)) 3 est
donc un indicateur fiable des amplitudes de variations de I dans
T, en considérant sa variabilité a la fois pour les distributions
spatiales et “patchiales”. Lorsque Af(v) est grand, le point cor-
respondant est probablement situé sur un contour de I, mais
est aussi probablement un patch dissimilaire aux autres patches
de son voisinage. Le vecteur propre principal u de J, donne
également une information géométrique précieuse : 1’orienta-
tion normale aux isophotes de I. Elle est relié dans notre cas a
la géométrie de la surface formée par les patches localisés de I
dans I". On devrait éviter de lisser I parallelement a u afin de
préserver ses discontinuités, correspondantes a des structures
cohérentes de patches dans I'. On cherche en fait a appliquer
ici I’heuristique classique qui essaye de favoriser le lissage des
données dans la direction des structures plutdt qu’orthogonale-
ment a celles-ci.

4 Diffusion dans I’espace des patches

Nous possédons maintenant une représentation par patch Ide
I’image I, et ses indicateurs géométriques locaux associés J\/'(p)
et u(p). Nous pouvons considérer I’application de ’'EDP de
diffusion suivante dans I" :

a1 -
Z®) — trace (D(p)Hz(p)) )

Vperl, 2

Cette équation a été proposée dans [20] pour la régularisation
(locale) d’images 2D multivaluées. H, i(p) Teprésente la matrice
Hessienne de I; au point p. D:T — P (np242) est un champ
de tenseurs de diffusion qui dirige le processus en définissant
les orientations (vecteurs propres des tenseurs) et les ampli-
tudes (valeurs propres des tenseurs) de la diffusion effectuée
en chaque point p de I'. Le choix de D est discuté par la suite.

Approximation par convolutions locales : I a été¢ montré
dans [20] que si le champ de tenseurs est constant, I’EDP
(4) est une équation de la chaleur dilatée dont la solu-
tion au temps ¢ est donné par la convolution des données

initiales par un noyau Gaussien orienté par D. Ce résultat

est valable également dans I' : i” Ilt=01 « GP, ol

1 _pTD7lp
VpEF Gt(p) Fe 4t

Lorsque D n’est pas constant, (4) devient non-linéaire et le
calcul d’une solution explicite n’est plus possible. Pour éviter
la résolution traditionnelle de (4) par un schéma aux différences
finies, [20] propose une approche alternative basées sur des
convolutions locales par des masques Gaussiens orientés lo-
calement. Dans notre cas, cette approximation s’écrit dans I :

= D

vpel, Ilit)] ~ Jger IE:)O]Gdt((:—q) dq ©)
ou dt est le pas de temps discrétisé de 1’évolution (4). Notons
que (5) est un processus de moyennage local et que I’approxi-
mation reste donc stable méme pour des dt larges. Elle est
également meilleure lorsque ]3 ne dépend pas du temps t (c-
a-d. est estimé a partir de 111=01), et est spatialement régulier.
Comme (5) ne va pas modifier la position des extremas de I,
la recherche des patches significatifs dans I', nécessaire pour la
rétro-projection (3) est simplifiée, car Pézg(l,y) tP(ILy) sont a
la méme place. Par conséquent, la solution de (4) peut étre es-
timée par une itération (large) calculée seulement aux endroits
(x,y, P(Ixyy)) des patches localisés de I, et peut donc se réaliser
directement dans €, c-a-d : V(x,y) € Q,

it

[t=0] ﬁ(P(mv y)
(p(m,y) ) : (6)

~ Jinea Loy (P () —A(k,1))

O P(ay) = (2,4, P, ) et Ay = (K, 1, Py p))-

Le cas isotrope de (4) correspond a I’équation de la chaleur en
(np? + 2) dimensions, quand le champ de tenseurs est choisi
partout égal a D(p) = 1, (matrice identité). GT) est alors un
noyau isotrope. La solution de (4) dans I est ici calculable par

(6), et lorsqu’elle est rétro-projetée sur €2 avec (3),on a:

[t=0]
=t f(k nea L,y Weykndedi
V(x Q il = do - 7
( y) €8 (p) Jenea e vk ndrdi 7

lI‘P

2
_(a— k)2+<y n? @) <k DL

ol W(z,y,k,0l) =

Dans ce cas, nous retrouvons l’expresswn de l’algonthme des
Moyennes Non-Locales [5], excepté que les poids de moyen-
nage wg .k, dépendent également de la distance spatiale
entre les différents pixels comparés. Si nous considérons main-
tenant ¢ = 0 (c-a-d. des patches 1 x 1), alors ces poids de-

=024+ My e
4t 4t

viennent wz k1) = € , ce qui
définit I’extension multi-valuée naturelle de la technique du
Filtrage Bilatéral, initialement proposé en scalaire dans [19].

Le cas anisotrope : Les tenseurs isotropes ne tiennent pas
compte de la géométrie de I : la diffusion est effectuée en par-
ticulier suivant uy) le vecteur orthogonal aux discontinuités
de I. Pour lisser I’image tout en préservant les structures spa-
tiales et “patchiales” de I, nous proposons plutdt le champ de



tenseurs de difffusion anisotropes suivant :

el D =t (Li-apil,)  ®

Ce choix est inspiré par le formalisme de la Variation Totale
pour les images scalaires [17], qui est classiquement défini
par la diffusion anisotrope % = div(VI/||VI]), qui s’écrit
également 4L = trace (DH) ou D = ﬁ (Lo —mn™) etn =
VI/|IVI||. Les tenseurs (8) permettent d’une part de réduire
I’intensité du lissage aux endroits qui ont de fort gradients de
patch, et d’autre part de lisser partout les structures dans I' le
long des hyperplans localements tangents aux discontinuités
de I. Nous ne sommes en réalité pas limités dans le choix de
D, et d’autres possibilités peuvent étre envisagées dans notre
équation de lissage non-local générique (4), en intégrant par
exemple dans D d’autres informations géométriques provenant
de I’'image ou méme de données extérieures si nécessaires.

5 Reésultats et Conclusions

Notre EDP de diffusion non-locale par patch (4) avec les ten-
sors anisotropes (8) a été appliqué au probleme du débruitage
d’images couleurs. La Fig.1 montre que la prise en compte
de la géométrie dans 1’espace des patches I' permet de mieux
préserver les structures de ’image lors du lissage, en compa-
raison des méthodes (isotropes) des Moyennes Non-Locales
et du Filtrage Bilatéral couleur. Plus généralement, le for-
malisme que nous avons proposé ici se veut unificateur et
peut potentiellement ajouter des propriétés de non-localité par
patch intéressantes a de nombreuses techniques de traitements
d’images, en les appliquant sur une représentation par patch,
puis en les rétro-projetant dans le domaine image.
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