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Malladi & Sethian [22], Mumford & Shah [33, 24], Mo-rel [2, 23], Nordström [25], Osher & Rudin [29], Per-ona & Malik [27], Proesman et al. [28], Sapiro et al.[9, 30, 31, 7, 32], Weickert [35, 36], You et al. [37], : : :Les méthodes utilisées reviennent souvent à di�userl'image de manière anisotropique, pour lisser le bruittout en préservant les contours. Cependant, peu deméthodes existent pour traiter les images couleurs (etplus généralement les images vectorielles I : IR2 !IRm).Nous nous proposons donc ici de combiner les tech-niques de restauration scalaire avec l'analyse d'imagesvectorielles, pour créer une EDP de restauration d'imagescouleur qui supprime le bruit par lissage, mais qui per-met également de rehausser les contours �ous, grâce àune généralisation des '�ltres de chocs' (Osher-Rudin[26]) au cas vectoriel.Après avoir rappelé brièvement la di�usion anisotro-pique des images scalaires, puis introduit l'analyse d'imagesvectorielles (notamment la dé�nition de normes de va-riations), nous analyserons les équations de di�usionanisotropes existantes (Sapiro [31] et Blomgren [8]),puis nous introduirons notre EDP de restauration, enla justi�ant théoriquement par rapport aux précédentes.Pour �nir, nous validerons notre équation sur des imagescouleurs réelles.2 Di�usion anisotropique des imagesDans cette section, on se limite aux images scalairesI�(x1;x2) : 
! IR (
 2 IR2)La restauration de l'image I� s'écrit classiquement commeune minimisation d'une fonctionnelle :I� = argmin�Z
(I� � I�0 )2 +�(krI�k)�



où � : IR ! IR est une fonction de régularisation quipermet de préserver les contours. Cette minimisationse réalise en faisant évoluer une EDP sur l'image, pro-venant de la formulation d'Euler-Lagrange :@I@t = �0(krI�k)krI�k I��� +�00(krI�k) I���où I��� = r(rI�:�):� avec � = rI�krI�k et � = �?La restauration peut alors être vue comme deux lis-sages simultanés, l'un dans la direction � avec uneintensité c� = �00(krI�k), et l'autre dans la direc-tion � (tangente aux isocontours) avec une intensitéc� = �0(krI�k)=krI�k. Les propriétés de conserva-tion des contours et de lissage isotropique en zone ho-mogène imposent naturellement des conditions aux li-mites sur � : limkrI�k!0 c� = limkrI�k!0 c� = � > 0limkrI�k!1 c� = limkrI�k!1 c� = 0avec limkrI�k!1�c�c� � = 0De nombreuses fonctions � ont été proposées dans lalittérature (Cauchy, Green, Variation Totale...).Une variante est de �xer directement les intensités delissage c� et c� (Kornprobst et Deriche [19, 18, 17])@I�@t = I�� + g� (krI�k) I�� (g� , décroissante)La restauration utilisant la di�usion anisotrope sca-laire est donc basée sur la connaissance d'une géomé-trie locale de l'image, c'est à dire des variations rI�et des directions � et �.Ce sont ces attributs qui vont être nécéssaires pourétendre les équations au cas d'images vectorielles. Ilest de ce fait peu intéressant de restaurer une imagevectorielle composante par composante, car on ne tientalors pas compte de la corrélation entre composantepour ces attributs géométrique.3 Quelques normes vectoriellesOn considère maintenant une image vectorielleI(x1;x2) : IR2 ! IRmOn note I i, la i-ème image composante de I (1 � i � m).

Dans le cas particulier des images couleurs (m = 3,espace RV B), on note :I(x1;x2) = 0@ R(x1;x2) = I1(x1;x2)V (x1;x2) = I2(x1;x2)B(x1;x2) = I3(x1;x2) 1AOn cherche à déterminer une norme, représentative descontours de l'image I .3.1 Premières approchesIl est nécessaire nous l'avons vu, de dé�nir une va-riation et des attributs (�,�) communs aux m compo-santes, car une variation vectorielle peut exister, sansqu'elle soit nécessairement présente sur une compo-sante particulière du vecteur de l'image.Une approche simple consiste à utiliser une fonctionparticulière f qui modélise le mieux la perception descontours vectoriels, et calculer sur l'image scalaireF �(x;y) = f(I1(x;y);I2(x;y);::;Im(x;y)), le gradientrF �. On dispose ainsi d'une norme de variation et desdirections � et � uniques en chaque point. Cependant,le choix d'une telle métrique est un problème di�cile.Il n'existe notamment pas de fonction f caractéris-tiques de toutes les variations possibles. Par exemple,une telle fonction pour la couleur est la luminance L�.Elle ne permet pourtant pas de détecter les contoursiso-lumineux !3.2 Géométrie di�érentielle des surfacesDi Zenzo [38] propose quant à lui une étude de l'image,basée sur la géométrie di�érentielle des surfaces. Ilconsidère une image vectorielle comme une surface 2D,et étudie ses variations locales, au point (x1;x2) :dI = @I@x1 dx1 + @I@x2 dx2soit : kdIk2 = � dx1dx2 �T � g11 g12g12 g22 �� dx1dx2 �avec gij = @I@xi : @I@xjLes extrema �+=� de cette fonction sont données parles valeurs propres de la matrice (gi;j) (appelée pre-mière forme fondamentale), et ses vecteurs propresindiquent les directions de variation correspondantes� et � (avec �?�).



8>>>>><>>>>>: �+=� = g11+g22�p(g11�g22)2+4 g2122� = 12 arctan 2 g12g11�g22� = � + �2 (1)�+ correspond à la variation locale maximum en unpoint (déplacement dans la direction �) et �� à lavariation minimum (déplacement dans la direction �).A noter que l'on retrouve pour m = 1, le résultat ducas scalaire, à savoir :� = rIkrIk ; �+ = krIk et �� = 0Application : Dans le cas d'images couleurs, les co-e�cients g11,g12 et g22 de la première forme fondamen-tale s'écrivent, en chaque point (x1;x2) de I :8>>>><>>>>: g11 = k @R@x1 k2 + k @V@x1 k2 + k @B@x1 k2g12 = @R@x1 @R@x2 + @V@x1 @V@x2 + @B@x1 @B@x2g22 = k @R@x2 k2 + k @V@x2 k2 + k @B@x2 k2 (2)A partir de cette étude, plusieurs normes ont été dé�-nies :� Une extension directe de la dé�nition du gradient,comme indicateur de plus grande variation, est dechoisir la norme N(x1;x2) =p�+. (Fig.2)� Sapiro [31] préfère quant à lui utiliser une normede la forme f(�+���), en proposant N(x1;x2) =p�+ � ��, car d'après lui, les contours dans lecas vectoriel ne sont pas caractérisés par un grand�+ mais au contraire par �+ � ��.� Blomgren et Chan [8] utilisent plutôt une fonctionde (�+ + ��), ce que reprend Shah [33] avec sanorme : N(x;y) =p�+ + ��Le comportement de ces normes n'est pas semblablessur des points singuliers comme certains type de coinspar exemple. Ces di�érences sont bien visibles sur laFig.1.A noter que ces trois dernière normes sont toutes équi-valentes dans le cas scalaire, puisqu'on a alors �� = 0.Il est interéssant de chercher les maxima locaux del'image d'une norme dans la direction � de Sapiro. Onobtient ainsi un détecteur de contours couleur (�g.2).

Damier couleur norme p�+ � ��
norme p�+ norme p�+ + ��Fig. 1 � Di�érences entre les normes de variations

Image couleur originale ContoursFig. 2 � Seuillage par hysteresis (sb=0.01,sh=0.051)des maxima locaux de p�+ dans la direction �3.3 TVn;m , la norme de BlomgrenBlomgren [8] pose le problème de la restauration d'imagesvectorielles, sous la forme de minimisation globale d'uncritère. Ce critère est une norme de variation totale,notée TVn;m, calculée sur l'image :TVn;m(I) =vuut mXi=1 �Z
 krI ik�2 
 2 IRn: (3)Dans le cas d'images couleurs, on a n = 2 et m = 3.Cette norme ne peut pas se comparer directement auxprécédentes puisqu'elle se calcule sur l'image entière I .Par contre, pour minimiser cette norme, Blomgren pro-pose une formulation par EDP, résultant des équationsd'Euler-Lagrange et obtient une équation de di�usionanisotrope. (section 4.2).C'est cette équation que nous allons comparer avec lanôtre et celle de Sapiro (section 5).



4 Equations de di�usion4.1 Di�usion de SapiroSapiro propose l'équation de di�usion anisotropiquesuivante [31] : @I@t = g(N(x1;x2)) I�� (4)où N(x1;x2) =p�+ � �� est la norme de Sapiro, � ladirection de plus faible variation, et g(:) est une fonc-tion décroissante positive de la forme :
0

s

g(s)

Fig. 3 � Fonction de pondération de di�usion� g(s)! 1 quand s! 0� g(s)! 0 quand s!1On choisit par exemple, g(s) = e�( sk )2 . Ce facteur dedi�usion permet de distinguer des régions de l'imagepour le processus de lissage :� Dans les zones de contours (N(x1;x2) � 0), il ya peu de di�usion : @I@t � 0.� Dans les zones homogènes (N(x1;x2) ! 0), ondi�use dans une direction � : @I@t � I�� .Application Pour les images couleurs RV B, l'équa-tion s'écrit pour chaque composante :Rt = g(N(x1;x2)) R��Vt = g(N(x1;x2)) V��Bt = g(N(x1;x2)) B�� (5)On s'aperçoit que le facteur de di�usion g(N(x1;x2))et la direction de di�usion � sont communs et calcu-lés à partir des données des trois composantes R,V etB. On tient donc bien compte de la corrélation entrecomposantes dans cette équation de di�usion.4.2 Di�usion de BlomgrenLes équations d'Euler-Lagrange associées au problèmede minimisation globale de la TVn;m permettent d'ob-tenir une équation de di�usion pour chaque compo-sante I i :

@I i@t = TVn;1(I i)TVn;m(I) div� rI ikrI ik�On peut réécrire cette équation en introduisant la di-rection �i, parallèle aux isocontours en chaque pointpour la composante I i (�i?�i = rIikrIik ) :div� rI ikrI ik� = I�i�ikrI ikOn obtient alors :@I i@t = AikrI ik I�i�i �Ai = TVn;1(I i)TVn;m(I)�Analysons cette équation :� Ai est un facteur constant à une itération et à unecomposante donnée. C'est le seul paramètre quiintègre la corrélation inter-composante. A noterque l'aspect local de la géométrie vectorielle n'yrentre pas en compte.� Les caractéristiques locales du coe�cient de dif-fusion sont donc déterminées par le terme 1krIik :� Dans les zones de contours (krI ik � 0), iln'y a pas de di�usion : @Ii@t � 0.� Dans les zones homogènes (krI ik ! 0), ondi�use chaque composante dans une direc-tion �i di�érente : @Ii@t � � I i�i�i (� 6= 0).Note : Dans les zones homogènes, krI ik ! 0 etl'équation peut sembler divergente. Mais dans ces ré-gions, on a aussi souvent I i�� ! 0. Blomgren introduitun coe�cient � de régularisation pour l'implémenta-tion : � = Aip� + krI ik2Malgré tout, le comportement numérique d'une telleéquation est très instable, et il est nécessaire de choisirun pas de temps �t très proche de 0 pour que l'al-gorithme ne diverge pas durant l'évolution de l'EDP.Cela implique un nombre d'itération plus important(pratiquement 10 fois plus important que les autreséquations de di�usion présentés dans cet article).Application Pour les images couleurs RV B, l'équa-tion s'écrit pour chaque composante :



It = 
(I)p
(R)2 + 
(V )2 + 
(B)2 I�I�IkrIk (6)avec 
(I) = Z
 krIkIdem pour les composantes V et B.4.3 Une nouvelle équation de di�usionNous reprenons ici le principe de nos précédents tra-vaux réalisé sur des images scalaires [19, 18, 17] et nousl'étendons au cas vectoriel, en utilisant les normes pré-cédentes. Voici l'approche que nous proposons :Les normes vectorielles N(x1;x2) sont des indicateursde la géométrie locale de l'image :� N(x1;x2) � 0 : le point est dans une zone homo-gène.� N(x1;x2) � 0 : le point est dans une région decontours.En partant de l'idée que l'on veut lisser l'image isotro-piquement dans les zones homogènes (a�n d'éliminerle bruit le mieux possible, celui-ci étant isotrope), et delisser parallèlement aux contours (i.e dans la direction�) dans les autres régions, on arrive assez naturelle-ment à l'équation de di�usion suivante :@I@t = g(N(x1;x2)) I�� + I��où g(:) est une fonction décroissante, par exemple g(s) =e�( sk )2 .Cette nouvelle approche que nous proposons pour lacouleur est la seule qui prenne en compte deux façon delisser suivant le type de région de l'image considérée.Regardons le comportement local de notre équation :� Dans les zones homogènes (g � 1), la di�usion estisotropique : @I@t = I�� + I�� = �IIl n'y a donc pas de direction préférentielle pourle lissage.� Sur les contours (g ! 0), la di�usion est parallèleau contour : @I@t = I�� . Il est donc préservé.Application L'équation dans le cas d'image couleurdonne : Rt = g(N(x1;x2)) R�� +R��Vt = g(N(x1;x2)) V�� + V��Bt = g(N(x1;x2)) B�� +B�� (7)

La corrélation est prise en compte à la fois dans lesintensités de di�usion(grâce à g(N)) et dans les direc-tions de di�usion (termes � et �).5 Comparaison des équations dedi�usions5.1 Comparaison expérimentalePour comparer les trois équations de di�usion (5),(6)et (7), observons tout d'abord leur comportement surune image synthétique couleur : (Fig.4).
a) Image originale b) Image bruitée
c) Lissage isotropique d) Lissage Sapiro
e) Lissage Blomgren f) Notre lissageFig. 4 � Comparaison des équations de di�usion surune image synthétique couleur5.2 Analyse des comportementsLes di�érents comportements peuvent être justi�és théo-riquement à partir de l'analyse des équations. Plu-sieurs critères rentrent en e�et en jeu :� Dans quelle direction s'e�ectue localement le lis-sage?� Comment varie le coe�cient de di�usion, par rap-port à la géométrie de l'image?Analysons ces di�érents points :



Comportement dans les zones homogènes : lesdi�usions de Sapiro et Blomgren présentent un e�etde bruit dans les zones homogènes. Notre équation serapproche plus du résultat obtenu par lissage isotro-pique. L'explication de ce phénomène est simple :� Dans les zones homogènes, les équations de Blom-gren et Sapiro e�ectuent un lissage dans des di-rection � ou �i arbitraires, puisqu'elles ne repré-sentent pas une direction parallèle à un contour.C'est donc le bruit qui décide de la direction delissage dans ces zones !Remarquons d'ailleurs que la méthode de Blom-gren donne de meilleurs résultats : La di�usion sefait en e�et dans des directions �i indépendantessur chaque composante. Il y a donc mélange descouleurs, et une meilleure uniformisation du lis-sage.Cette propriété, bien qu'avantageuse pour les zoneshomogènes, devient un problème près des contours.� Notre équation de di�usion quant à elle di�useisotropiquement dans les zones homogènes. (parconstruction). On retrouve donc bien un résultatsemblable à celui de la Fig.4c) pour les zones ho-mogènes, l'élimination du bruit est bien meilleure.Comportement près des contours : Le compor-tement commun des trois EDP de di�usion anisotro-pique est de lisser seulement dans la direction parallèleaux contours. Par contre, la variation du coe�cient dedi�usion n'est pas la même :� les EDP de Blomgren et Sapiro di�usent d'autantmoins les contours que le gradient (ou la norme)est important. Cela signi�e que pour des contourstrès marqués, il n'y a presque plus de di�usion,donc peu d' élimination du bruit sur les contoursfrancs.Notons que la méthode de Blomgren déteriorequelque peu les contours, puisque ceux-ci évoluentdans des directions indépendantes �i. De plus, ilssont 'détectés' par une fonction 1krIik , ce qui ra-joute de l'incertitude sur la présence e�ective ounon d'un contour. On perd donc du détail dansces zones.� Notre équation di�use toujours avec la même in-tensité sur toute les composantes dans la directionparallèle au contour. On élimine donc toujours lebruit. Il y a cependant un problème dans les zonesà très forte courbure � (par exemple, aux coins du

carré). Pour s'en convaincre, regardons ce qui sepasse dans le cas scalaire (m = 1) :It = I�� = � krIkqui peut être vu comme la formulation �Level Set�de l'évolution de la courbe isophote :~Ct = � ~Net on lisse donc les coins dans leur direction nor-male, à une vitesse proportionnelle à la courbure(donc importante). A noter cependant que le mé-thode de Sapiro sou�re des mêmes défauts si lafonction de pondération choisie permet un lissagesur les contours (g� (N(x1;x2)) 6= 0).6 Vers une équation de restaura-tion qui réduit le �ouBien que le processus de di�usion permette d'éliminere�cacement le bruit, la plupart des images que l'onsouhaite restaurer comportent généralement du �ou,dû par exemple à l'optique de l'appareil d'acquisition.Même si l'on ne connait pas à priori les raisons de ce�ou (PSF de l'appareil), on peut améliorer l'image.6.1 Filtres de chocsRudin et Osher [26] proposent une méthode de rehaus-sement de contours par EDP pour les images scalaires,basée sur des �ltres de chocs. Le principe est de re-hausser le contour dans la direction du gradient rI�(Fig.5) :
I(x,y)

Fig. 5 � Principe des �ltres de chocUne formulation des �ltres de choc en vectoriel estdonc : @I@t = �sign(I��) I�



Cela revient à rehausser chaque composante dans unedirection commune �, où � est calculé avec la méthodede DiZenzo.Pour éviter de rehausser le bruit dans les zones homo-gènes, on pondère le terme de choc, avec la fonction(1 � g(:)), complémentaire de g(:) (�gure Fig.3), quivaut :� g(:)! 0 dans les zones homogènes.� g(:)! 1 dans les régions de contours.@I@t = �(1� g(N(x1;x2)) sign(I��) I�La �gure (Fig.6) illustre le comportement de ces �ltresde chocs sur une image �oue.
a] Image �oue b) Image rehausséeFig. 6 � Application d'un �ltre de choc couleur6.2 Couplage di�usion anisotrope - �ltrede chocPour restaurer les images �oues et bruitées, on peutdi�user anisotropiquement l'image pour enlever le bruit,puis rehausser les contours avec les �ltres de choc.Dans nos précédents travaux, nous avions couplé cesméthodes en une seule équation de restauration d'images�oues et bruitées [19, 18, 17]. Nous proposons ici, d'étendrecette équation au cas d'images vectorielles.On ajoute de plus un terme d'attache aux donnéespour pouvoir contrôler si l'image �nale calculée estplus ou moins proche de l'estimée initiale. On obtientainsi :@I@t = �a (I � I0)+�d (g1(N�(x1;x2)) I�� + I��)��r (1� g2(N�(x1;x2))) sign(G� � I��) I�)où N� est la norme de Sapiro, calculée sur G� � I etg1 et g2 deux fonctions du type Fig.3.Les paramètres libres �i permettent d'accentuer plusou moins les di�érentes opérations (lissage, réaction

ou attache aux données), durant le processus de res-tauration.La �gure �g.7 montre bien l'importance du terme d'at-tache aux données pour la convergence de l'algorithme.Ce terme qui n'est pas présent dans l'équation de Sa-piro oblige l'arrêt de l'algorithme avant convergencepour obtenir un résultat satisfaisant. Dans cet exemple,la convergence est admise lorsque la variation moyennepar pixel est inférieure à 10E-6.7 Résultats expérimentauxNous avons utilisé cette équation de restauration surdeux images réelles. Nous avons restaurés nos imagesdans l'espace de couleur RGB. Notre équation de res-tauration utilise la normep�+, et les paramètres �a =0:2,�d = 1 et �r = 0:7.Les résultats sont présentés sur les �gures 8 et 9.On retrouve les comportements théoriques qui ont étéobservés sur l'image synthétique :� Des e�ets de bruit dans les zones homogènes, pourSapiro et Blomgren. Cet e�et étant plus accen-tué avec la di�usion de Sapiro. Notre restaura-tion étant la meilleure pour ces zones. Le termed'attache aux données ne permet cependant pasd'obtenir un lissage complet de ces zones, mais ilpermet d'obtenir une convergence de l'algorithme.� Notre terme de �ltre de choc permet d'améliorerpartiellement la netteté des contours. On peut ce-pendant regretter que certaines partie de l'imageparaissent plus synthétiques, les �ltres de chocayant tendance à transformer les signaux continusen signaux constants par morceaux (notamment,on perd de la 'rondeur').8 ConclusionDans cet article, nous avons abordé le problème de larestauration d'images vectorielles bruitées et �oues etnous l'avons appliqué au cas d'images couleurs. Pourcela nous nous sommes basés sur les travaux les pluse�ectifs proposés récemment dans la littérature pourtraiter le cas des images couleurs, ainsi que sur nosprécédents travaux que nous avons généralisé au casdes images vectorielles. Ceci nous a permis de dévelop-per, mettre en oeuvre et valider une EDP bien adaptéeà la restauration d'images couleurs bruitées et �oues.Les résultats obtenus sont très prometteurs et ouvrentde nouvelles perspectives pour le traitement d'imagesvectorielles.Références[1] 1994.[2] L. Alvarez, P-L. Lions, and J-M. Morel. Imageselective smoothing and edge detection by nonli-
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Image couleur �oue et bruitée Sans attache (It. 40)
Sans attache (Conv, It. 503) Avec attache (Conv, It. 482)Fig. 7 � Importance du terme d'attache aux donnéespour la convergence (Ici, avec notre algorithme)

�oue+bruit Restauration Sapiro

Restauration TVn;m Notre restaurationFig. 8 � Restauration de l'image couleur d'un visage



a) Image �oue et bruitée b) Notre restauration

c) Restauration Sapiro d) Restauration Blomgren (TVn;m)
Zoom (bruité) Zoom (Notre EDP)
Zoom (Sapiro) Zoom (TVn;m)Fig. 9 � Comparaison des algorithmes sur une image réelle


