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Résumé

De nombreuses méthodes basées sur les équations auz
dérivées partielles (EDP) sont apparues ces derniéres
années pour résoudre le probléme de la restauration
d’images scalaires. Nous proposons ici une nouvelle
formulation d’équation de restauration d’images vec-
torielles et son application & la couleur. Nous compa-
rons ensuite notre méthode avec celle de Sapiro [31] et
de Blomgren [8] aussi bien dans l’analyse du compor-
tement , qu’expérimentalement.

Mots Clef

EDP, restauration, images vectorielles, couleur.

Abstract

Many scalar image restoration methods based on Par-
tial Differential Equation (PDE) were developed few
years ago. We propose in this paper a new PDE for
vector image restoration and his application to color
images. We compare the behaviour of our method to
the Sapiro’s [31] and Blomgren’s one [8].
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1 Introduction

La restauration d’images scalaires bruitées et floues
Iy = kx [ + v a fait 'objet de nombreuses recherches,
et beaucoup d’algorithmes, basés sur des formulations
variationnelles ou stochastiques, tentent de résoudre
ce probléme mal posé. On peut citer par exemple les
noms d’ Alvarez et al [3], Aubert et al. [5, 6], Cham-
bolle & Lions [10], Chan [8, 34], Cohen [11], Cottet
& Germain [12], Kornprobst & Deriche [19, 18, 17],
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Malladi & Sethian [22], Mumford & Shah [33, 24], Mo-
rel [2, 23], Nordstrom [25], Osher & Rudin [29], Per-
ona & Malik [27], Proesman et al. [28], Sapiro et al.
[9, 30, 31, 7, 32], Weickert [35, 36], You et al. [37], ...
Les méthodes utilisées reviennent souvent a diffuser
I'image de maniére anisotropique, pour lisser le bruit
tout en préservant les contours. Cependant, peu de
méthodes existent pour traiter les images couleurs (et
plus généralement les images vectorielles I : IR? —
R™).

Nous nous proposons donc ici de combiner les tech-
niques de restauration scalaire avec ’analyse d’images
vectorielles, pour créer une EDP de restauration d’images
couleur qui supprime le bruit par lissage, mais qui per-
met également de rehausser les contours flous, grace a
une généralisation des ’filtres de chocs’ (Osher-Rudin
[26]) au cas vectoriel.

Apreés avoir rappelé briévement la diffusion anisotro-
pique des images scalaires, puis introduit ’analyse d’images
vectorielles (notamment la définition de normes de va-
riations), nous analyserons les équations de diffusion
anisotropes existantes (Sapiro [31] et Blomgren [8]),
puis nous introduirons notre EDP de restauration, en

la justifiant théoriquement par rapport aux précédentes.
Pour finir, nous validerons notre équation sur des images
couleurs réelles.

2 Diffusion anisotropique des images

Dans cette section, on se limite aux images scalaires
I'(z1,22) : 2 — R (Q € R?)

La restauration de 'image I* s’écrit classiquement comme
une minimisation d’une fonctionnelle:

1= arguin [ (1"~ 157+ 915 1°1))



ot ® : R — IR est une fonction de régularisation qui
permet de préserver les contours. Cette minimisation
se réalise en faisant évoluer une EDP sur I'image, pro-
venant de la formulation d’Euler-Lagrange :

or _ &' (IvIr))

- = e+ (V1) I

ot Iy, = V(VI*.n).n avec n = Hggu et £ =nt

La restauration peut alors étre vue comme deux lis-
sages simultanés, I’'un dans la direction 1 avec une
intensité ¢, = @ (|[VI*]), et I'autre dans la direc-
tion £ (tangente aux isocontours) avec une intensité
ce = @ (IVI*|)/IIVI*||. Les propriétés de conserva-
tion des contours et de lissage isotropique en zone ho-
mogeéne imposent naturellement des conditions aux li-
mites sur ®:

lim ¢ = lim ¢,=a>0
[VI*]|—0 [VI+]|—0
lim ¢ = lim ¢,=0
IV 1| =00 V1| =00

c
avec lim <—"> =0
[|VI*||—o0 &3

De nombreuses fonctions ® ont été proposées dans la
littérature (Cauchy, Green, Variation Totale...).

Une variante est de fixer directement les intensités de
lissage c¢ et ¢, (Kornprobst et Deriche [19, 18, 17])

*

ot

=Iee +9-(|IVI)) I, (g-, décroissante)
La restauration utilisant la diffusion anisotrope sca-
laire est donc basée sur la connaissance d’une géomé-
trie locale de [’image, c’est & dire des variations VI*
et des directions & et 7.

Ce sont ces attributs qui vont étre nécéssaires pour
étendre les équations au cas d’images vectorielles. Il
est de ce fait peu intéressant de restaurer une image
vectorielle composante par composante, car on ne tient
alors pas compte de la corrélation entre composante
pour ces attributs géométrique.

3 Quelques normes vectorielles

On considére maintenant une image vectorielle

I(zy,29) : R?> - R™

On note I*, la i-éme image composante de I (1 < i < m).

Dans le cas particulier des images couleurs (m = 3,
espace RV B), on note:

R(Qﬁl,l‘z) = Il (331,332)
I(.Tl,xg) = V(Sﬂl,ﬁﬂz) = Iz(xl,xz)
B(Il,xg) = 13(I1,I2)

On cherche & déterminer une norme, représentative des
contours de 'image I.

3.1 Premiéres approches

Il est nécessaire nous ’avons vu, de définir une va-
riation et des attributs (£,n7) communs aux m compo-
santes, car une variation vectorielle peut exister, sans
qu’elle soit nécessairement présente sur une compo-
sante particuliére du vecteur de I'image.

Une approche simple consiste a utiliser une fonction
particuliére f qui modélise le mieux la perception des
contours vectoriels, et calculer sur I'image scalaire
F(zy) = f(IY(zy),[*(2,y),... 0™ (z,y)), le gradient
V F*. On dispose ainsi d’une norme de variation et des
directions 7 et £ uniques en chaque point. Cependant,
le choix d’une telle métrique est un probléme difficile.
Il n’existe notamment pas de fonction f caractéris-
tiques de toutes les variations possibles. Par exemple,
une telle fonction pour la couleur est la luminance L*.
Elle ne permet pourtant pas de détecter les contours
iso-lumineux!

3.2 Géométrie différentielle des surfaces

Di Zenzo [38] propose quant & lui une étude de 'image,
basée sur la géométrie différentielle des surfaces. Il
considére une image vectorielle comme une surface 2D,
et étudie ses variations locales, au point (x1,x2):

oI oI
[ = — _
d oz, dx1 + 025 dxs
soit :
||dI||2 — { dxy ]T [ gi1 912 ] { dx; ]
dxs g1z 922 dxs
avec
o oI oI
i = Oxi Oxj

Les extrema Ay ,_ de cette fonction sont données par
les valeurs propres de la matrice (g; ;) (appelée pre-
miere forme fondamentale), et ses vecteurs propres
indiquent les directions de variation correspondantes

n et & (avec £Ln).



g11+922£4/(911—9g22)%+4 g,

)\+/7 = 2
n= % arctan ﬁ W

A4+ correspond & la variation locale maximum en un
point (déplacement dans la direction n) et A_ a la
variation minimum (déplacement dans la direction ¢).
A noter que ’on retrouve pour m = 1, le résultat du
cas scalaire, & savoir :

VI

=N Ap =|IVI| et A_-=0

Application: Dans le cas d'images couleurs, les co-
efficients g11,912 et g22 de la premiére forme fondamen-
tale s’écrivent, en chaque point (z1,z2) de I:

gin = 2212 + | 2512 + || &2

_ OR OR oV oV OB 0B (2)
912 - E)acl awg E)acl awg Oxl awg

AR | Vv | aB |
go2 = g 12 + 55 17 + 15 112
A partir de cette étude, plusieurs normes ont été défi-
nies :
— Une extension directe de la définition du gradient,

comme indicateur de plus grande variation, est de
choisir la norme N(z1,22) = \/A4. (Fig.2)

— Sapiro [31] préfere quant a lui utiliser une norme
de la forme f(Ay —A_), en proposant N(z1,z2) =
/Ay — A_, car d’aprés lui, les contours dans le
cas vectoriel ne sont pas caractérisés par un grand
A+ mais au contraire par A; > A_.

— Blomgren et Chan [8] utilisent plutot une fonction
de (A+ + A_), ce que reprend Shah [33] avec sa

norme:
N($7y) =V )‘+ +)‘*

Le comportement de ces normes n’est pas semblables
sur des points singuliers comme certains type de coins
par exemple. Ces différences sont bien visibles sur la

Fig.1.
A noter que ces trois derniére normes sont toutes équi-
valentes dans le cas scalaire, puisqu’on a alors A_ = 0.

Il est interéssant de chercher les maxima locaux de
I'image d’une norme dans la direction 1 de Sapiro. On
obtient ainsi un détecteur de contours couleur (fig.2).

Damier couleur norme /Ay — A_

norme /A4 norme /Ay + A_

Fi1G. 1 — Différences entre les normes de variations

Image couleur originale

Fi1G. 2 — Seuillage par hysteresis (sb=0.01,sh=0.051)
des mazima locaur de /Ay dans la direction n

3.3 TV, ,lanorme de Blomgren

Blomgren [8] pose le probléme de la restauration d’images
vectorielles, sous la forme de minimisation globale d’un
critére. Ce critére est une norme de wvariation totale,
notée T'V,, ., calculée sur l'image :

TV, () = g:[/guvpur QeR". (3)

Dans le cas d’images couleurs, on a n = 2 et m = 3.
Cette norme ne peut pas se comparer directement aux
précédentes puisqu’elle se calcule sur I'image entiére 1.

Par contre, pour minimiser cette norme, Blomgren pro-
pose une formulation par EDP, résultant des équations
d’Euler-Lagrange et obtient une équation de diffusion
anisotrope. (section 4.2).

C’est cette équation que nous allons comparer avec la
notre et celle de Sapiro (section 5).



4 Equations de diffusion
4.1 Diffusion de Sapiro

Sapiro propose ’équation de diffusion anisotropique
suivante [31] :

oI
ot
ot N(z1,x2) = \/A+ — A_ est la norme de Sapiro, ¢ la

direction de plus faible variation, et g(.) est une fonc-
tion décroissante positive de la forme:

g(N(21,72)) Lee (4)

9(s)

Fic. 3 — Fonction de pondération de diffusion

- g(s) = 1 quand s — 0
- g(s) — 0 quand s — oo

On choisit par exemple, g(s) = e~(#)". Ce facteur de
diffusion permet de distinguer des régions de 'image
pour le processus de lissage:

— Dauns les zones de contours (N (z1,z2) > 0), il y
a peu de diffusion : % ~ 0.
— Dans les zones homogeénes (N(xz1,z2) — 0), on

diffuse dans une direction &: 2£ ~ I,.

Application Pour les images couleurs RV B, I’équa-
tion s’écrit pour chaque composante :

Ry = g(N(wi,22)) Ree
Vi = g(N(z1,22)) Vee (5)
By = g(N(z1,22)) Bee

On s’apercoit que le facteur de diffusion g(N(z1,z3))
et la direction de diffusion ¢ sont communs et calcu-
lés & partir des données des trois composantes R,V et
B. On tient donc bien compte de la corrélation entre
composantes dans cette équation de diffusion.

4.2 Diffusion de Blomgren

Les équations d’Euler-Lagrange associées au probléme
de minimisation globale de la T'V, ,,, permettent d’ob-
tenir une équation de diffusion pour chaque compo-
sante I°:

oI TV, (I') di L
ot TVum(I) VI

On peut réécrire cette équation en introduisant la di-
rection &', paralléle aux isocontours en chaque point

pour la composante I* (£ Lyt = \|g£\|) :

VI Teigi
div < - > = &
VIl VI

On obtient alors:

or _ AT (i TVaa(I)
ot |vIi ¢ T TVm(I)

Analysons cette équation :

— A® est un facteur constant & une itération et 4 une
composante donnée. C’est le seul paramétre qui
intégre la corrélation inter-composante. A noter
que ’aspect local de la géométrie vectorielle n’y
rentre pas en compte.

— Les caractéristiques locales du coefficient de dif-

fusion sont donc déterminées par le terme ﬁ :

— Dans les zones de contours (||VI*]| > 0), il
n’y a pas de diffusion : % ~ 0.

— Dans les zones homogenes (||VI¢|| — 0), on
diffuse chaque composante dans une direc-

; i 134T Lol ;
tion &' différente: & ~ « Igiﬁi (a #0).

Note: Dans les zones homogénes, ||[VI!|| — 0 et
I’équation peut sembler divergente. Mais dans ces ré-
gions, on a aussi souvent IEiE — 0. Blomgren introduit
un coefficient 8 de régularisation pour 'implémenta-
tion:

Ai

VB IV

Malgré tout, le comportement numérique d’une telle
équation est tres instable, et il est nécessaire de choisir
un pas de temps At trés proche de 0 pour que l'al-
gorithme ne diverge pas durant ’évolution de 'EDP.
Cela implique un nombre d’itération plus important
(pratiquement 10 fois plus important que les autres
équations de diffusion présentés dans cet article).

Application Pour les images couleurs RV B, I’équa-
tion s’écrit pour chaque composante :



avec

A1) = / VI

Idem pour les composantes V' et B.

4.3 Une nouvelle équation de diffusion

Nous reprenons ici le principe de nos précédents tra-
vaux réalisé sur des images scalaires [19, 18, 17] et nous
I’étendons au cas vectoriel, en utilisant les normes pré-
cédentes. Voici I’approche que nous proposons :

Les normes vectorielles N(z1,x2) sont des indicateurs
de la géométrie locale de 'image :
— N(z1,z2) = 0: le point est dans une zone homo-
geéne.
— N(z1,z2) > 0: le point est dans une région de
contours.
En partant de I’idée que ’on veut lisser 'image isotro-
piquement dans les zones homogeénes (afin d’éliminer
le bruit le mieux possible, celui-ci étant isotrope), et de
lisser parallélement aux contours (i.e dans la direction
§) dans les autres régions, on arrive assez naturelle-
ment a ’équation de diffusion suivante :

or

ot
ot g(.) est une fonction décroissante, par exemple g(s) =
e ()
Cette nouvelle approche que nous proposons pour la
couleur est la seule qui prenne en compte deux fagon de
lisser suivant le type de région de 'image considérée.
Regardons le comportement local de notre équation :

g(N(21,22)) Ly + Iee

— Dans les zones homogeénes (g = 1), la diffusion est
; e 9L _
isotropique: 73 = Iy, + Ige = Al
Il n’y a donc pas de direction préférentielle pour
le lissage.
— Sur les contours (¢ — 0), la diffusion est paralléle
au contour : % = I¢¢. Il est donc préservé.
Application L’équation dans le cas d’image couleur
donne:

Ry = g(N(z1,22)) Ry + Ree
Vi = g(N(z1,22)) Vi + Vee (7)
By = g(N(w1,22)) By + Bee

La corrélation est prise en compte a la fois dans les

intensités de diffusion(grace a g(NV)) et dans les direc-

tions de diffusion (termes 7 et &).

5 Comparaison des équations de
diffusions

5.1 Comparaison expérimentale

Pour comparer les trois équations de diffusion (5),(6)
et (7), observons tout d’abord leur comportement sur
une image synthétique couleur : (Fig.4).

b) Image bruitée

a) Image originale

¢) Lissage isotropique

f) Notre lissage

d) Lissage Sapiro

e) Lissage Blomgren

Fia. 4 — Comparaison des équations de diffusion sur
une image synthétique couleur

5.2 Analyse des comportements

Les différents comportements peuvent étre justifiés théo-
riquement & partir de l'analyse des équations. Plu-
sieurs critéres rentrent en effet en jeu:

— Dans quelle direction s’effectue localement le lis-
sage?

— Comment varie le coefficient de diffusion, par rap-
port a la géométrie de 'image?

Analysons ces différents points:



Comportement dans les zones homogénes: les
diffusions de Sapiro et Blomgren présentent un effet
de bruit dans les zones homogeénes. Notre équation se
rapproche plus du résultat obtenu par lissage isotro-
pique. L’explication de ce phénoméne est simple:

— Dans les zones homogeénes, les équations de Blom-
gren et Sapiro effectuent un lissage dans des di-
rection ¢ ou &' arbitraires, puisqu’elles ne repré-
sentent pas une direction paralléle & un contour.
C’est donc le bruit qui décide de la direction de
lissage dans ces zones!

Remarquons d’ailleurs que la méthode de Blom-

gren donne de meilleurs résultats : La diffusion se

fait en effet dans des directions & indépendantes

sur chaque composante. Il y a donc mélange des

couleurs, et une meilleure uniformisation du lis-

sage.

Cette propriété, bien qu’avantageuse pour les zones
homogeénes, devient un probléme prés des contours.

— Notre équation de diffusion quant a elle diffuse
isotropiquement dans les zones homogenes. (par
construction). On retrouve donc bien un résultat
semblable & celui de la Fig.4c) pour les zones ho-
mogeénes, ’élimination du bruit est bien meilleure.

Comportement prés des contours: Le compor-
tement commun des trois EDP de diffusion anisotro-
pique est de lisser seulement dans la direction paralléle
aux contours. Par contre, la variation du coefficient de
diffusion n’est pas la méme:

— les EDP de Blomgren et Sapiro diffusent d’autant

moins les contours que le gradient (ou la norme)
est important. Cela signifie que pour des contours
trés marqués, il n’y a presque plus de diffusion,
donc peu d’ élimination du bruit sur les contours
francs.
Notons que la méthode de Blomgren déteriore
quelque peu les contours, puisque ceux-ci évoluent
dans des directions indépendantes ¢*. De plus, ils
sont ’détectés’ par une fonction ﬁ, ce qui ra-
joute de l'incertitude sur la présence effective ou
non d’un contour. On perd donc du détail dans
ces zones.

— Notre équation diffuse toujours avec la méme in-
tensité sur toute les composantes dans la direction
paralléle au contour. On élimine donc toujours le
bruit. Il y a cependant un probléme dans les zones
a tres forte courbure k (par exemple, aux coins du

carré). Pour s’en convaincre, regardons ce qui se
passe dans le cas scalaire (m =1):

Iy = Iee = k ||VI]|

qui peut étre vu comme la formulation "Level Set”
de I’évolution de la courbe isophote :

C-:t:h?]\-f

et on lisse donc les coins dans leur direction nor-
male, & une vitesse proportionnelle & la courbure
(donc importante). A noter cependant que le mé-
thode de Sapiro souffre des mémes défauts si la
fonction de pondération choisie permet un lissage
sur les contours (g, (N (z1,22)) # 0).

6 Vers une équation de restaura-
tion qui réduit le flou

Bien que le processus de diffusion permette d’éliminer
efficacement le bruit, la plupart des images que l'on
souhaite restaurer comportent généralement du flou,
da par exemple & 'optique de ’appareil d’acquisition.
Meéme si 'on ne connait pas & priori les raisons de ce
flou (PSF de lappareil), on peut améliorer 'image.

6.1 Filtres de chocs

Rudin et Osher [26] proposent une méthode de rehaus-
sement de contours par EDP pour les images scalaires,
basée sur des filtres de chocs. Le principe est de re-
hausser le contour dans la direction du gradient VI*
(Fig.5) :

1(x,y)

-
\

Fia. 5 — Principe des filtres de choc

Une formulation des filtres de choc en vectoriel est
donc:

ol )
T —sign(I,,) I,

Y,



Cela revient a rehausser chaque composante dans une
direction commune 7, ol 77 est calculé avec la méthode
de DiZenzo.
Pour éviter de rehausser le bruit dans les zones homo-
génes, on pondére le terme de choc, avec la fonction
(1 —g¢(.)), complémentaire de g(.) (figure Fig.3), qui
vaut :

- ¢(.) — 0 dans les zones homogénes.

— ¢g(.) — 1 dans les régions de contours.

ol .
Bt = —(1 = g(N(x1,22)) SZQH(IT/T/) I,

La figure (Fig.6) illustre le comportement de ces filtres
de chocs sur une image floue.

b) Image rehaussée

a] Image floue

F1G. 6 — Application d’un filtre de choc couleur

6.2 Couplage diffusion anisotrope - filtre
de choc

Pour restaurer les images floues et bruitées, on peut
diffuser anisotropiquement ’image pour enlever le bruit,
puis rehausser les contours avec les filtres de choc.
Dans nos précédents travaux, nous avions couplé ces
meéthodes en une seule équation de restauration d’images
floues et bruitées [19, 18, 17]. Nous proposons ici, d’étendre
cette équation au cas d’images vectorielles.

On ajoute de plus un terme d’attache aux données
pour pouvoir controler si I'image finale calculée est
plus ou moins proche de ’estimée initiale. On obtient
ainsi :

d = a, (-1
+aq (91 (No(21,22)) Loy + Leg)
—a, (1= g2(No(1,22))) sign(Go x I,)) 1))

ou N, est la norme de Sapiro, calculée sur G, * I et
g1 et g2 deux fonctions du type Fig.3.

Les paramétres libres «; permettent d’accentuer plus
ou moins les différentes opérations (lissage, réaction

ou attache aux données), durant le processus de res-
tauration.

La figure fig.7 montre bien I'importance du terme d’at-
tache aux données pour la convergence de ’algorithme.
Ce terme qui n’est pas présent dans I’équation de Sa-
piro oblige ’arrét de l'algorithme avant convergence
pour obtenir un résultat satisfaisant. Dans cet exemple,
la convergence est admise lorsque la variation moyenne
par pixel est inférieure & 10E-6.

7 Reésultats expérimentaux

Nous avons utilisé cette équation de restauration sur
deux images réelles. Nous avons restaurés nos images
dans ’espace de couleur RG B. Notre équation de res-
tauration utilise la norme \//\_ , et les paramétres a, =
0.2,aq =1et a, =0.7.

Les résultats sont présentés sur les figures 8 et 9.

On retrouve les comportements théoriques qui ont été
observés sur 'image synthétique:

— Des effets de bruit dans les zones homogeénes, pour
Sapiro et Blomgren. Cet effet étant plus accen-
tué avec la diffusion de Sapiro. Notre restaura-
tion étant la meilleure pour ces zones. Le terme
d’attache aux données ne permet cependant pas
d’obtenir un lissage complet de ces zones, mais il
permet d’obtenir une convergence de l’algorithme.

— Notre terme de filtre de choc permet d’améliorer
partiellement la netteté des contours. On peut ce-
pendant regretter que certaines partie de l'image
paraissent plus synthétiques, les filtres de choc
ayant tendance a transformer les signaux continus
en signaux constants par morceaux (notamment,
on perd de la 'rondeur’).

8 Conclusion

Dans cet article, nous avons abordé le probléme de la
restauration d’images vectorielles bruitées et floues et
nous ’avons appliqué au cas d’images couleurs. Pour
cela nous nous sommes basés sur les travaux les plus
effectifs proposés récemment dans la littérature pour
traiter le cas des images couleurs, ainsi que sur nos
précédents travaux que nous avons généralisé au cas
des images vectorielles. Ceci nous a permis de dévelop-
per, mettre en oeuvre et valider une EDP bien adaptée
a la restauration d’images couleurs bruitées et floues.
Les résultats obtenus sont trés prometteurs et ouvrent
de nouvelles perspectives pour le traitement d’images
vectorielles.
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