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Résumé
Nous proposons un formalisme variationnel basé sur une

minimisation contrainte de�-fonctionnelles, permettant de
régulariser une image dont chaque point est un ensemble
de plusieurs vecteurs, unitaires et orthogonaux entre eux.
Cette approche unificatrice nous permet de faire un lien di-
rect avec les récents travaux sur la régularisation de champs
de vecteurs unitaires, ainsi que de résoudre des problèmes
plus complexes comme la régularisation d’images de ma-
trices de rotation et de tenseurs de diffusion.

Mots clef
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Abstract
We propose a variational framework allowing to regula-

rize images of orthonormal vector sets. This unifying ap-
proach creates a direct link with recent work on orienta-
tion diffusion, but can be also used for more complex ap-
plications, as the regularization of rotation matrices and
diffusion tensors.

Keywords
Regularization, vector PDE’s, orthonormal constraints, ro-
tations, MRId tensors, chromaticity and orientations.

1 Introduction
La régularisation d’images avec préservation des disconti-
nuités est depuis plusieurs années, un sujet très étudié en
vision par ordinateur. Le formalisme variationnel basé sur
la minimisation de fonctionnelles, utilisant des EDP de dif-
fusion (équations aux dérivées partielles) a plus particuliè-
rement prouvé son efficacité pour la restauration d’images
scalaires. Nous pouvons citer par exemple les travaux d’Al-
varez [1, 2], Charbonnier [11, 12], Chambolle & Lions [8],
Chan [6], Cohen [13], Kornprobst & Deriche [22, 23, 24],
Malladi & Sethian [27], Mumford & Shah [29, 41], Morel
[28], Nordström [31], Osher & Rudin [36], Perona & Malik
[33], Proesman [34], Sapiro [7, 38, 39, 40], Sochen & Kim-
mel [42], Weickert [51], You [53].

Plus récemment, la régularisation d’imagesvectoriellespar
EDP est devenu un sujet actif de recherche, du fait du nombre
important de problèmes que ces techniques peuvent traiter :
La restauration d’images couleurs [6, 20, 40, 42, 46, 47,
51], de flots optiques ou de champs de directions [9, 32,
43], le remplissage de taches (“inpainting”) [5, 10], l’ana-
lyse multi-échelle [2, 35, 52] en sont quelques exemples.
L’introduction de techniques de minimisationscontraintes
a également ouvert la voie à la régularisation de données
plus spécifiques, en permettant d’ajouter un fort a-priori sur
le type des solutions souhaitées : des algorithmes de res-
tauration agissant sur des vecteurs unitaires d’orientation,
des vecteurs chromaticités [9, 21, 43, 47], ou encore des
données définies sur des surfaces implicites [4] ont ainsi
été récemment proposés. En pratique, ces minimisations
aboutissent à des EDP de diffusion comportantun terme
de couplageentre les différentes composantes vectorielles
des images considérées.
Cet article propose une méthode variationnelle permettant
de régulariser un type très général de données contraintes :
des images dont chaque point est unensemble de vecteursn-D orthonormés, c-à-d composé de plusieurs vecteurs uni-
taires et orthogonauxentre eux, pouvant représenter de nom-
breuses informations différentes. Nous retrouvons bien sûr
le cas des vecteurs unitaires déjà abordé dans [9, 21, 43, 47]
(lorsque les ensembles sont réduits à des singletons), mais
ce formalisme nous permet également de traiter des don-
nées plus complexes, comme celles définies par exemple
par des matrices orthogonales (qui peuvent provenir ou non
d’une décomposition spectrale) : matrices de rotation [49],
de changement de base, orientations de tenseurs de diffu-
sion [25], de tenseurs de structure (second moments) [51,
17, 26] ou de matrices de covariance,: : :
L’idée est donc de trouver un processus variationnel gé-
néral qui restaure directement ces images contraintes, en
évitant toute conversion susceptible d’entrainer une perte
d’information ou d’introduire des discontinuités non signi-
ficatives pour la régularisation (ce problème sera notam-
ment illustré dans le cas des rotations 3D). Pour cela, nous
proposons une solution basée sur des EDP de diffusion mi-
nimisant une�-fonctionnelle avec contraintes (section 3),



en illustrant le rôle important de cette contrainte. Deux cas
particuliers intéressants sont ensuite abordés : D’abord la
restauration de vecteurs unitaires (section 4), en faisantun
lien direct avec les précédents travaux sur ce sujet, puis
nous traitons le cas où chaque point de l’image est une
base orthonormée 3D, et proposons une interprétation mé-
canique des équations contraintes correspondantes (section
5). Deux applications originales sont alors proposées : la
régularisation de mouvements estimés de caméra et la res-
tauration d’images IRMd de tenseurs de diffusion (section
5.3 et 5.4). Finalement, quelques résultats obtenus sur des
données synthétiques et réelles viennent illustrer les possi-
bilités d’applications traitées par ce formalisme.

2 Contexte général et notations

Considéronsm images de vecteursI[k℄ : 
! Rn , suppo-
sées dérivables et définies sur un domaine fermé
 deRp
(où 0 < k � m � n , et typiquement p = 1;2 ou3 ).
Nous appeleronsI [k℄i : 
 ! R l’image scalaire de laième

composante vectorielle deI[k℄ : 8M 2 
,I[k℄(M) = � I [k℄1 (M) ; I [k℄2 (M) ; : : : ; I [k℄n (M) �
SoitB, l’ensemble desm images vectoriellesI[k℄ :8M 2 
 ; B(M) = n I[1℄(M) ; I[2℄(M) ; : : : ; I[m℄(M) o
Nous supposons vérifiées cescontraintes orthonormales:8M; I[k℄(M) : I[l℄(M) = Ækl = � 1 si k = l0 si k 6= l (1)

où I[k℄ : I[l℄ =Pni=1 I [k℄i I [l℄i est le produit scalaire usuel
deRn . Ces contraintes signifient simplement que :B(M) estun ensemble dem vecteurs orthonormésn-D:
Nous cherchons à régulariser anisotropiquement de telles
imagesB d’ensembles orthonormés, qui peuvent modé-
liser de nombreuses données différentes. Nous nous inté-
resserons plus particulièrement au cas simple des vecteurs
unitaires (lorsque l’ensemble est réduit à un seul vecteur,m = 1), et au cas des matrices orthogonales (les vecteurs
colonnes de ces matrices forment une base orthonormée,m = n).

Bruitage! 
Restauration?

FIG. 1 – Comment régulariser un champ de vecteurs or-
thonormés tout en conservant les contraintes d’orthonor-
malité?

3 Une formulation variationnelle

On veut trouver une version régulariséeB d’une image ini-
tialeB0 (bruitée) d’ ensemble de vecteurs orthonormés,B0(M) = n I[1℄(M)0 ; I[2℄(M)0 ; : : : ; I[m℄(M)0 o
tout en préservant la structure orthonormale deB.

3.1 Cas d’une régularisation non contrainte

L’image régulariséeB peut être cherchée comme la so-
lution de la minimisation d’une�-fonctionelle, méthode
de restauration bien connue pour les images scalaires [11,
23, 24, 33], et plus récemment pour des champs de vec-
teurs [6, 20, 40, 42, 46, 47, 51]. Le principe est le suivant :
chaque vecteurI[k℄0 des ensembles bruitésB0 peut être lissé
anisotropiquement (débruitage avec préservation des dis-
continuitées) en minimisantEdiff (I[k℄) = Z
 h�2 kI[k℄ � I[k℄0 k2 +�(krI[k℄k)i d


(2)

oùkrI[k℄k =qPni=1 krI [k℄i k2 définit unenorme de gra-
dient vectorielle, caractéristique d’une variation locale du
vecteur, à la fois en norme et en orientation. La fonction� : R ! R estune fonction de régularisationqui contrôle
le comportement anisotrope ou isotrope de la diffusion,
tandis que le paramètre d’attache aux données� 2 R évite
à la solution régularisée d’être trop lisse. Différentes�-
fonctions ont déjà été proposées dans la littérature relative
aux EDP de diffusion : Surfaces minimales [11], Geman &
McClure [18], Perona & Malik [33], Variation totale [37],
Tikhonov [45],... Le choix de la�-fonction adéquate dé-
pend bien sûr du type de régularisation souhaité.

Un moyen de minimiser la fonctionnelleEdiff (I[k℄) est de
calculer sonLagrangien(vectoriel)L(Ediff (I[k℄)) 2 Rn
qui est ici, en utilisant une notation composante par com-
posante :L(Ediff (I[k℄))i = � (I [k℄i �I [k℄i0 )�div

 �0(krI[k℄k)krI[k℄k rI [k℄i !
Puis, d’utiliser la descente de gradient associée :8<: I[k℄(t=0) = I[k℄0�I[k℄i�t = � (I [k℄i0 � I [k℄i ) + div

��0 (krI[k℄k)krI[k℄k rI [k℄i �
(3)

jusqu’à convergence, pour chaque composantei = 1:::n.
Pour régulariser le champ de vecteurs orthonormésB0, une
première idée naturelle serait donc d’appliquer une EDP
de diffusion (3)sur chaque vecteurI[k℄0 deB0. La Fig.2
montre le résultat obtenu en appliquant cette méthode sur
une image synthétique de bases 2D orthonormées (compo-
sée d’un mélange de bases directes et indirectes).



a) Champ originalB0 b) Champ ”régularisé”B
FIG. 2 –Régularisation indépendante des vecteursI[k℄0 .

Cette méthode découplée (donc non contrainte) ne respecte
pas les propriétés orthonormales deB : Les normes uni-
taires et les angles orthogonaux entre les vecteursI[k℄ ne
sont pas intrinsèquement préservés par les EDP de diffu-
sion (3). Nous devons donc introduire explicitementdes
contraintes orthonormales, dans le processus de minimisa-
tion de la fonctionnelle.
La régularisation de vecteurs contraints a déjà été abordé
dans [4, 9, 21, 43, 47]. Les auteurs proposaient des EDP de
diffusion agissant sur des directions vectorielles grâce àun
terme de couplage permettant de respecter une contrainte
de norme unitaire. Notre contrainte orthonormale est plus
générale car elle implique non seulement un couplage entre
les composantes d’un même vecteurI[k℄, mais également
un couplage supplémentaire entre les vecteurs eux-mêmes.

3.2 Respect des contraintes orthonormales
Pour régulariser l’imageB(M)0, nous proposons donc de
minimiser la fonctionnelle suivante :E(B) = Z
 mXk=1 h�2 kI[k℄ � I[k℄0 k2 +�(krI[k℄k) i d


(4)
relativement auxm images vectoriellesI[k℄, soumises aux
contraintes orthonormales (1) :8M 2 
; I[p℄(M) : I[q℄(M) = Æpq = � 1 si p = q0 si p 6= q
SoitL[k℄ 2 Rn , le vecteur Lagrangiende l’énergieE(B)
relativement au vecteurI[k℄ :L[k℄i = � (I [k℄i � I [k℄i0 )� div

 �0(krI[k℄k)krI[k℄k rI [k℄i !
On retrouve bien sûr l’expression deL(Ediff (I[k℄)) du cas
non contraint (3), ce qui revient à associer à chaque vecteurI[k℄ une énergie semblable à celle de la fonctionnelle (2).
Les contraintes orthonormales sont ensuite introduites en
ajoutant explicitement à la fonctionnelle (4),m2 multipli-
cateurs de Lagrange�pq : 
! R, chacun étant associé à
la contrainte :8M 2 
; I[p℄ : I[q℄ � Æpq = 0 (p;q 2 [1;m℄)

Le problème se ramène alors à la minimisationnon contrainte
de la fonctionelle suivante relativement auxI[k℄ et aux�pq :E�(B;�) = E(B)+Z
 X(p;q)2[1:::m℄�pq (I[p℄ : I[q℄ � Æpq) d

Notons que les équationsI[p℄ : I[q℄ = Æpq et I[q℄ : I[p℄ = Æqp
étant symétriques, les multiplicateurs de Lagrange corres-
pondants sont égaux :�pq = �qp.
Pour que le minimum soit atteint, les conditions néces-
saires sont données par les équations d’Euler-Lagrange cor-
respondantes à la fonctionnelleE�(B;�) :8<: L[k℄ + 2Pml=1 �lk I[l℄ = 0 (a)I[p℄ : I[q℄ = Æpq (k;p;q 2 [1 : : :m℄) (b)

(5)
On peut facilement trouver les�lk atteints au minimum
dans ce cas : Les produits scalaires entre lesm premières
équations (5a) avec chaque vecteurI[p℄ (p 2 [1 : : :m℄) se
simplifient grâce aux relations d’orthogonalité (5b) :8k;l 2 [1 : : :m℄; �kl = �L[k℄ : I[l℄2
Finalement, on élimine les�lk en les remplacant dans (5a),
et on obtient la descente de gradientqui minimise la fonc-
tionnelle (4) tout en préservant les contraintes orthonor-
males: �I[k℄�t = � L[k℄ + mXl=1 � L[l℄ : I[k℄� I[l℄ (6)

où L[k℄i = � (I [k℄i � I [k℄i0 )� div

 �0(krI[k℄k)krI[k℄k rI [k℄i !
Cette équation contrainte (6) est un ensemble dem EDP
vectorielles couplées (soitm � n équations scalaires), qui
permet de régulariser tout champ d’ensemble de vecteurs
orthonormésB en préservant la structure orthonormale de
ses points.

Remarque 1 : Le kième vecteur LagrangienL[k℄ de la
fonctionelle non contrainte, peut être vu comme uneforce
de diffusion pure agissant sur le vecteurI[k℄ (une interpré-
tation physique est proposée en section 5.2). Notons éga-
lement la séparation nette dans l’EDP (6) entre ce Lagran-
gien non contraint et le terme de couplage permettant le
respect de l’orthonormalité. Cette approche permet donc
de généraliser le choix de la�-fonctionnelle pour d’autres
problèmes que celui de la régularisation de données (reca-
lage de champs de rotations, flots optiques, etc...)

Remarque 2 : L’EDP (6) préserve naturellement la pro-
priété de configurationdirecteou indirectedes ensembles
orthonormés traitées. L’évolution étant continue, aucun ren-
versement de configuration n’apparait. Cela implique no-
tamment que les matrices de rotation ne peuvent pas se
transformer en roto-inversions (voir section 5.3).



Remarque 3 : Dans le cas des bases orthonorméesnD
(lorsquem = n), l’EDP (6) peut s’écrire sous uneforme
matriciellesimple :�R�t = R LT R� L (7)

où R et L sont les matrices dont leskième colonnes sont
respectivement données par les vecteursI[k℄ etL[k℄.R = �I[1℄ j : : : j I[n℄� et L = �L[1℄ j : : : j L[n℄�
L’EDP matricielle (7) permet donc de restaurer des champs
de matrices orthogonales en respectant la contrainte d’or-
thogonalité. Nous développerons plus particulièrement le
cas de matrices orthogonales 3x3, en section 5.

4 Diffusion de vecteurs unitaires
La diffusion par EDP de champs de vecteurs unitaires (ou
vecteurs de direction) a été étudiée récemment [4, 9, 21,
43, 47]. Nous montrons ici que ce problème peut être vu
comme un cas particulier simple de notre formalisme agis-
sant sur des ensemble orthonormésB, lorsque ces ensembles
sont réduits àun seul vecteurB(M) = fI(M)g (m = 1).
En effet, les contraintes orthonormales (1) se réduisent alors
à la contrainte de norme :8M 2 
; kI(M)k = 1.
La fonctionnelle (4) à minimiser est dans ce cas :E(I) = Z
 �� kI� I0k2 +�(krIk)� d

et l’ EDP de diffusion contrainte (6) correspondante est :�I�t = (L : I) I� L (8)

oùLi = � (Ii � Ii0)� div

��0 (krIk)krIk rIi�.

Cette équation peut être simplifiée. A partir de la dérivation
spatiale dekI(M)k2 = 1 dansRp , on trouve :8a 2 [1 : : : p℄; I : �I�xa = 0 et �I : I = �krIk2 (9)

En développant l’opérateur divergence dansLi :

div (A rIi) = A �Ii +rA : rIi
oùA = �0 (krIk)krIk . On a alors, en notantd le vecteur de
composantesdi = div (ArIi) , aveci = 1:::n :d : I = A �I : I+ pXa=1(rA)a �I�xa : I
Les expressions (9) permettent la simplification :(div (ArIi)) : I = ��0(krIk) krIk

et l’EDP de régularisation à norme contrainte (8) devient :�Ii�t = 8<: div��0 (krIk)krIk rIi�+ �0(krIk) krIk Ii+� (Ii0 � (I0 : I) Ii)
(10)

Cette EDP de diffusion régularise des champs de vecteur
unitaires, en utilisant des�-fonctionnelles générales. No-
tons que les EDP proposées dans [4, 9, 43] sont une restric-
tion de cette équation (10) à� = 0 et �(s) = sr (r = 1;2)
Notre méthode de régularisation d’ensemble orthonormés
permet d’unifier élégamment les précédents travaux sur la
diffusion de vecteurs unitaires, en les englobant dans un
formalisme contraint plus général. En section 6, deux ap-
plications de diffusion à norme unitaire sont présentées : la
restauration de vecteurs directions, ainsi que la suppression
du bruit chromatique dans des images couleurs.

5 Régularisation de bases 3D orthonormées

5.1 Notations et équations 3D
Nous nous intéressons maintenant au cas particulier de la
régularisation dechamps bruités de bases orthonormées
3D (ou de matrices orthogonales 3x3,m = n = 3). Pour
des raisons de clarté, nous noterons les trois vecteurs de ces
bases par :I = I[1℄ ; J = I[2℄ et K = I[3℄ et donc B = f I;J;K g

J(M)

M
I(M)

K(M)

FIG. 3 –Exemple d’un champ de bases 3D orthonormées.

Pour régulariser ces champs, nous minimisons la fonction-
nelle (4), qui devient, pour trois vecteurs :E(B) = Z
 �2 (kI � I0k2 + kJ� J0k2 + kK�K0k2 )+�(krIk) + �(krJk) + �(krKk) d

L’équation (6) nous donne les trois descentes de gradient
3D correspondantes, qui respectent les contraintes ortho-
normales (1) des structuresB :8<: It = f I � (f I:I) I� (fJ:I) J� (fK:I) KJt = fJ � (f I:J) I� (fJ:J) J� (fK:J) KKt = fK � (f I:K) I� (fJ:K) J� (fK:K) K

(11)



où fu est levecteur Lagrangien de la fonctionnelle non-
contrainteassocié au vecteuru :fui = � (ui0 � ui) + div

 �0(kruk)kruk rui ! (12)

5.2 Une interprétation physique
Chaque pointB(M) = f I;J;K g du champB peut être
vu comme un objet solide composé de trois tigesI, J etK
de longueurs unitaires et orthogonales entre elles,fixées au
même pointM , et soumises respectivement à des forcesf I,fJ et fK (Fig.4).

I

J

M

f

f

f

(M)

(M)

(M)

(M)(M)

(M)

K

I

K

J

FIG. 4 –Un objet solideB(M), soumis à des forces.

Etant fixé enM , le seul mouvement que peut effectuer cet
objet est une rotation autour du pointM : Chaque forcef I,fJ et fK induit un moment mécanique sur cet objet :
I = I� f I ; 
J = J� fJ ; et 
K = K� fK
où� désigne le produit vectoriel usuel deR3 . Le moment
mécanique total subit par l’objetB est donc :
 = 
I +
J +
K = (I� f I) + (J� fJ) + (K� fK)
Si nous supposons que son moment d’inertie est unitaire,
nous pouvons exprimer les vitessesvI,vJ etvK de chaque
extrémité des tiges, correspondantes aumouvement contraint
de rotationque subit ce solide :8<: vI = 
� IvJ = 
� JvK = 
�K avec 
 = I� f I + J� fJ +K� fK
En utilisantu� (v �w) = (u:w) v � (u:v) w (formule
du double produit vectoriel) etI[k℄ : I[l℄ = Ækl (propriétés
orthonormales de l’objetB), l’expression de ces vitesses
devient :8<: vI = f I � (f I:I) I� (fJ:I) J� (fK:I) KvJ = fJ � (f I:J) I� (fJ:J) J� (fK:J) KvK = fK � (f I:K) I� (fJ:K) J� (fK:K) K
Une vitesse étant une variation infinitésimale dans le temps,vI = �I�t ; vJ = �J�t ; vK = �K�t
En exprimant les forcesfu par (12), nous retrouvons l’EDP
de régularisation avec contraintes orthonormales (11) : La

fonctionnelle (4) peut donc être vue comme une énergie
mécanique associée à un objet rigideB, soumis à trois
forces de diffusion puresfu. Les EDP obtenues sont alors
les expressions des rotations instantanées appliquées à l’ob-
jet B de façon à minimiser cette énergie mécanique. Un
schéma numérique simple découle de cette interprétation :�I�t = 
� I =) I(t+dt) = R
dt(I(t))
oùR
dt est la rotation infinitésimale donnée par le vecteur
rotation
dt. Celle ci est appliquée de la même manière
aux vecteursJ etK. Respecter le type de mouvement subit
parB (ici une rotation), permet de préserver numérique-
ment les contraintes orthonormales (voir aussi [48]).

5.3 Régularisation de mouvement de caméra
Supposons que nous voulions régulariser un mouvement
estimé de caméra 3D. Le principe en est le suivant : Un
premier algorithme estime la trajectoire d’une caméra 3D
à partir d’une séquence vidéo 2D réelle (par des méthodes
classiques d’estimation de mouvement [16]). Il en ressort
deux séquences :T (t) : R ! R3 et R(t) : R ! SO(3)T correspond au mouvement de translation de la caméra
(changement du point du vue dans le temps), etR, au mou-
vement de rotation de la caméra (changement de l’angle
de vue dans le temps). Dans la mesure où ces estimations
sont réalisées à partir de points de correspondances entre
les images (qui sont donc relativement sensibles au bruit),
les séquencesR etT obtenues peuvent être bruitées et un
processus de restauration du mouvement estimé est alors
nécessaire (Fig.5).

cam mouvement

Estimation du

donnees reelles

translation T(t)

Sequence de
vecteurs matrices de

rotation R(t)

RestaurationRestauration
de rotationsvectorielle

Regularisation du mouvement

Sequence de

Reprojection d’objets 3D,
Stabilisation de videos, ...

FIG. 5 –Régularisation d’un mouvement de caméra

La séquence de translationT = (Tx;Ty;T z) peut être
restaurée en utilisant des méthodes classiques de diffusion
de champs de vecteurs non contraints (comme par exemple,
l’équation (3), mais aussi [6, 20, 40, 42, 46, 47, 51]).

La séquence de rotationR nécessite plus d’attention. Pour
la restaurer, une première idée serait de la décomposer en
données facilement régularisable, comme par exemple des



Decomposition des rotations
(angles d’Euler / Quaternions)

Reconstruction des rotations

Restauration non−contrainte

FIG. 6 –Décomposer les rotations pour la régularisation?

angles d’Euler ou des quaternions (Fig.6). Malheureusement,
cette conversion peut introduire des erreurs numériques,
et donc rajouter du bruit. Mais surtout, la représentation
d’une rotation par angle d’Euler ou par quaternion n’est
pas unique, ce qui implique qu’une telle décomposition
peut introduire des discontinuités indésirables,même si le
champ initial des rotations est parfaitement continu.
La Fig.7 illustre ce problème en présentant deux séquences
1D d’angles d’Euler qui représentent la même séquence de
rotation. Des EDP de diffusion anisotrope agissant sur ces
angles d’Euler auront tendance à préserver les discontinui-
tés dans le cas (7b), et introduire ainsi un biais dans le pro-
cessus de régularisation.
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a) Séquence 1D continue de 3
angles d’Euler.

b) Séquence 1D discontinue
équivalente.

FIG. 7 – Illustration de la non-unicité de la décomposition
des rotations 3D en angles d’Euler.

Notre formalisme permet d’éviter ce problème. En effet,
une rotationR est unematrice 3x3 orthogonale directe,
qui rentre donc dans notre cadre de régularisation de vec-
teurs orthonormées : l’équation matricielle contrainte (7)
peut ainsi restaurer la séquenceR, en agissant directe-
ment sur les matrices de rotation,sans aucune conversion
de données(Fig.8).

EDP’s de regularisation

orthonormale
avec contrainte

FIG. 8 – Une méthode matricielle de restauration de
champs de rotations.

Une application est par exemple d’utiliser le mouvement
de caméra restauré pour reprojeter plus vraisemblablement

des objets 3D virtuels dans une scène réelle, ou pour sta-
biliser une séquence vidéo (application dans le domaine
de la post-production). Notons que notre EDP matricielle
contrainte (7) permet de régulariser plus généralement un
champ de matrice de rotationn-D.

5.4 Restauration d’images IRMd
L’imagerie IRMd est une technique médicale récente d’ac-
quisition in-vivo qui permet d’analyser l’ensemble des fibres
de la matière blanche du cerveau. Chaque point d’un vo-
lume IRMdT : R3 ! Mn(3) est un tenseur de diffu-
sionT = (Ti;j) qui est une matrice3� 3 symétrique semi
définie-positive :Ti;j = Tj;i et 8x 2 Rn ; (T x : x) � 0 (13)

Les valeurs propres�1;�2;�3 et les vecteurs propresI;J;K
deT sont données parune décomposition spectrale:T = U D UT = �1 I IT + �2 J JT + �3 K KT (14)

oùU est une matrice orthogonale3 � 3 dont chaque co-
lonne est un vecteur propre deT ,U = ( I j J j K )
et D = diag(�1;�2;�3) est la matrice diagonale des va-
leurs propres correspondantes. Les contraintes de symétrie
et de semi-positivité du tenseur se traduisent simplement
en terme spectral :8<: Semi-positivité : 8i ; �i � 0

Symétrie : 8k;l; I[k℄:I[l℄ = Æk;l (15)

La représentation de ces tenseurs de diffusion se fait donc
souvent à l’aide d’ellipsoides dont les axes (orthogonaux)
et les rayons (positifs) sont donnés respectivement par les
vecteurs propresI,J etK et les valeurs propres�1;�2;�3 (Fig.9).
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FIG. 9 –Représentation d’un champ de tenseurs IRMd.

Ces éléments propres sont intéressants pour l’imagerie IRMd :
Les valeurs propres sont liées aux vitesses de diffusion (dif-
fusivités) des molécules d’eau dans les fibres de la ma-
tière blanche, tandis que les vecteurs propres sont associés
aux orientations 3D de ces diffusions. Ils sont doncdes in-
dicateurs locaux de la structure géométriques des fibres:
beaucoup d’algorithmes de suivi de fibres [14, 50] sont par
exemple basés sur la direction principaleI[1℄ des tenseurs.



L’imagerie IRMd étant relativement nouvelle, les images
acquises sont bruitées, et un processus de régularisation
est souhaitable avant de travailler sur ces données. Pour
cela, nous proposons de régulariser séparément les diffu-
sivités (matriceD) et les orientations (matriceU) des ten-
seurs. La justification de cette régularisation séparée des
éléments propres, plutôt que l’utilisation d’une EDP tenso-
rielle, a été abordée dans [48] : La diffusion directe des co-
efficients tensoriels semble poser le problème de la perte de
l’information d’orientation des tenseurs (comparer ces dif-
férentes méthodes de régularisations tensorielles est l’objet
d’un prochain rapport de recherche).

a) Régularisation des diffusivités tensorielles :
Le champ de diffusivitésD est vu comme un champ de
vecteur� : Rp ! R38M 2 
; �(M) = ( �1(M) ; �2(M) ; �3(M) )
et il est donc régularisé grâce à des EDP de diffusion vec-
torielles non-contraintes [6, 20, 40, 42, 46, 47, 51], qui vé-
rifient le principe du minimum et du maximum [3], et as-
surent par la même la positivité des diffusivités.

b) Régularisation des orientations tensorielles :
Le champ des matricesU représentant les orientations des
tenseurs est composé de matrices3� 3 orthogonales (ma-
trices dont les vecteurs colonnes forment une base ortho-
normale). On peut donc les débruiter en utilisant notre équa-
tion de diffusion matricielle à contrainte orthonormale (7)
sur le champU de la même façon que nous l’avons fait
pour les matrices de rotation 3D (section 5.3). Cependant,
lors de la décomposition d’un tenseur de diffusion, on doit
considérer la non-unicité de la représentation spectrale :T = 3Xk=1 �k I[k℄ I[k℄T
Inverser la direction d’un vecteur propre, tout en conser-
vant son orientation (c-à-d considérer�I[l℄ au lieu deI[l℄)
donne exactement le même tenseur après recomposition : Il
y a en fait2n possibilités pour représenter l’orientationU
d’un tenseur.
Pour éviter ce problème, nous proposons un réalignement
local des vecteurs propresI,J etK avant d’appliquer l’EDP
contrainte (7) en un point précis du champU d’orientation
de tenseurs : L’idée est d’aligner la direction de tous les
vecteurs voisins avec la direction du vecteur courant. Pour
cela, on minimise leur angle relatif en inversant les vecteurs
voisins dont le produit scalaire avec le vecteur courant est
négatif (voir également [14] pour une méthode analogue
dans le cas d’un seul vecteur) :8N 2 V(M); ~I[i℄(N) = sign

�I[i℄(N):I[i℄(M)� I[i℄(N)
oùV(M) est un voisinage deM .

des vecteurs
Inversement

voisins

FIG. 10 –Procédure d’alignement local pour un vecteur.

Cette étape locale, illustrée en Fig.10 permet à l’EDP (7)
d’agir uniquement sur les orientations des vecteurs propres,
en négligeant l’information de la direction (qui n’a pas de
sens particulier dans le cas des tenseurs, puisqu’elle est dé-
pendante de l’algorithme de décomposition spectrale).

6 Résultats

Nous avons appliqué l’ensemble des équations (6), (11),
(10), (7) de notre formalisme de régularisation de vecteurs
orthonormés à une grande variété de problèmes. La fonc-
tionnelle utilisée a été�(s) = 2 p1 + s2 � 2 , appelée
aussi ’hypersurface’, qui préserve bien les discontinuités
tout en lissant isotropiquement les zones homogènes.

- Restauration de champs de vecteurs directions bruités :
(Fig.11.1) l’algorithme est illustré par le débruitage d’un
champ synthétique 2D de vecteurs unitaires (bruit gaussien
de variance� = 30o sur les angles polaires) en utilisant
notre EDP à norme contrainte (10).

- Suppression de bruit chromatique d’une image couleur :
(Fig.11.2). L’EDP (10) permet également de régulariser les
vecteurs chromaticité dans les imagesRGB (c-à-d le vec-
teur unitaire(R;G;B)=pR2 +G2 +B2 (voir également
[9, 43, 47]). La connaissance d’un type de bruit chroma-
tique assure une restauration plus détaillée qu’avec une EDP
non contrainte de diffusion vectorielle (ici pour comparai-
son Fig.11.2b, avec la même fonctionnelle (2)).

- Régularisation de champs de matrices de rotation :
L’ EDP de diffusion contrainte (11) agit directement sur
les matrices de rotation, sans aucune conversion de don-
nées (section 5.3). On peut donc l’utiliser dans le but de dé-
bruiter des mouvements de rotation de caméra. La Fig.11.3
illustre la régularisation d’une séquence 1D de rotation es-
timée à partir d’une vidéo réelle (fournie par la société
REALVIZ), tandis que la Fig.11.4 illustre l’application au
cas plus général d’un champ 2D de rotations 3D.

- Débruitage d’images IRMd(Fig.11.5) :
La figure 11.5 montre l’application de la régularisation sur
un volume IRMd réel (fourni par le SHFJ du CEA) : la par-
tie de gauche représente chaque tenseur sous forme d’el-



lipsoide, la partie de droite montre un suivi des directions
principalesI[1℄ des tenseurs (donc une orientation estimée
des fibres). Les EDP de régularisation (11) sont respective-
ment appliqués sans étape de réalignement local (Fig.11.5b),
et avec réalignement local (Fig.11.5c), cette dernière mé-
thode permettant de considérer seulement l’orientation des
vecteurs propres des tenseurs et non leur direction (Fig.11.5b).
Les fibres ainsi obtenues sont en quelque sorte ’peignées’
par la régularisation du volume IRMd.

Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié le problème de la ré-
gularisation d’images d’ensemble de vecteur orthonormés,
avec préservation des discontinuités. Nous avons formulé
ce problème dans un cadre variationnel général, basé sur
une minimisation contrainte de�-fonctionnelle, où les dis-
continuités et les contraintes orthonormales sont préservées
grâce à des EDP anisotropes couplées. L’importance de ces
contraintes et l’interprétation des équations résultantes ont
été clairement montrés. Nous avons ainsi pu étendre natu-
rellement les précédents travaux sur l’évolution des champs
de vecteurs unitaires à des�-fonctionnelles quelconques.
Deux applications originales plus particulières à notre for-
malisme ont été proposées et illustrées : la restauration de
mouvement estimé de caméra, ainsi que le débruitage d’
images IRMd.
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1a) Champ synthétique 2D de
vecteurs direction unitaires.

2a) Image couleur avec bruit
purement chromatique.

3a) Angle d’Euler X d’un
mouvement estimé de caméra.

4a) Champ synthétique discon-
tinu de rotations 3D.
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1b) Champ synthétique 2D de
vecteurs unitaires bruités.

2b) Restauration couleur
non-contrainte classique (éq.3,
après convergence).

3b) Angle d’Euler X du
mouvement de caméra
restauré (éq.11, itération
intermédiaire).

4b) Champ synthétique bruité
de rotations 3D (� = 45o).
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1c) Champ de vecteurs direc-
tion 2D restauré (éq.10, après
convergence).

2c) Restauration de la chro-
maticité (éq.10, après conver-
gence).

3c) Angle d’Euler X du mou-
vement de caméra restauré
(éq.11, après convergence).

4c) Champs des rotations
3D restaurées (éq.11, après
convergence).

5a) Image IRMd réelle du cerveau, avec
tenseurs et directions principales.

5b) Régularisation avec éq. contrainte 11
sans alignement local, après convergence.

5c) Régularisation avec éq. contrainte 11
avec alignement local, après convergence.

FIG. 11 –Application de notre méthode de régularisation de vecteursorthonormés : (1) Restauration d’un champ de vec-
teurs unitaires, (2) Restauration d’une image couleur avecbruit chromatique, (3) Régularisation d’un mouvement estimé de
caméra, (4) Régularisation d’un champs 2D de matrices de rotation 3D, (5) Restauration d’images IRMd.


