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Résumé

Nous abordons la problématique de I’échantillonnage de
Uespace de diffusion (espace Q) pour la modalité d’ima-
gerie par résonance magnétique de diffusion (IRMd). Les
progres constants des machines IRMd permettent d’acqué-
rir des images dont la résolution en diffusion est de plus
en plus fine, et la stratégie d’échantillonnage joue un role
croissant dans les performances de reconstruction des pro-
fils locaux de diffusion. Nous modélisons différentes ré-
partitions d’échantillons dans un formalisme commun, qui
unifie la plupart des propositions existantes de la littéra-
ture. Nous évaluons linfluence de différentes stratégies
d’échantillonnage de l’espace Q sur une reconstruction
du signal effectuée par une séries de fonctions de Gauss-
Laguerre et d’harmoniques sphériques. A partir d’expéri-
mentations synthétiques, nous proposons un sous-ensemble
de répartitions d’échantillonnage qui semblent optimales
pour la reconstruction des données IRMd.

Mots Clef

IRM de diffusion, échantillonnage, espace Q, harmoniques
sphériques, Gauss-Laguerre.

Abstract

We address the problem of efficient sampling of the diffu-
sion space for the Diffusion Magnetic Resonance Imaging
(dMRI) modality. While recent scanner improvements en-
able the acquisition of more and more detailed images, it
is still unclear which g-space sampling strategy gives the
best performance. We evaluate several g-space sampling
distributions by an approach based on the approximation
of the MR signal by a series expansion of Spherical Har-
monics and Laguerre-Gaussian functions. With the help of
synthetic experiments, we identify a subset of sampling dis-
tributions which leads to the best reconstructed data.
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1 Introduction

D’Imagerie par Résonance Magnétique (IRM) de diffu-
sion est une modalité d’image relativement récente qui

N

permet d’observer in vivo le flux de diffusion d’eau a
I’échelle microscopique dans le cerveau. L’utilisation cli-
nique de I'[RM de diffusion permet de diagnostiquer pré-
cocement les problemes d’accidents vasculaires cérébraux
(AVC), plus tot qu’avec d’autres modalités d’images par
IRM [20, 21]. Elle est également utilisé¢ dans le domaine
de la recherche sur le cerveau, pour 1’étude des faisceaux
de fibres nerveuses qui font du cerveau un organe « ca-
blé » [9, 10]. L’acquisition de ces images de diffusion re-
pose sur le principe de résonance magnétique nucléaire
combinée avec une séquence d’écho de gradient de diffu-
sion. Traditionnellement, les méthodes de la littérature uti-
lise la relation de Stejskal et Tanner [25] pour analyser les
données dans ce cadre : le profil de diffusion récupéré pour
un voxel est supposé varier avec le déplacement local des
molécules d’eau en suivant une loi gaussienne. La diffusion
mesurée est alors caractérisée classiquement par un coef-
ficient de diffusion apparent (ADC) spécifique a la micro-
structure des tissus biologiques sous-jacents. Néanmoins, il
a été montré que ce formalisme, hérité de la caractérisation
de la diffusion libre (i.e. sans obstacles), ne permet pas 1’es-
timation fine de la microstructure du cerveau, qui possede
des arrangements complexes [8, 12, 22]. On lui préfere au-
jourd’hui le formalisme de propagateur [8, 12, 26], qui per-
met une caractérisation de la diffusion sans a priori sur la
structure microscopique du cerveau. Le propagateur P, ou
fonction de densité de probabilité (PDF), est relié au profil
normalisé E par la transformée de Fourier [8, 12, 26] :

P(p) = / E(q) exp(—2miq’ p)daq, 1)
q€ER3

avec F(q) = S(q)/S(0) ou S(q) correspond au signal
de diffusion brut mesuré au vecteur de diffusion g de I’es-
pace Q; et p est le vecteur de distance de déplacement des
molécules d’eau. L’imagerie du spectre de diffusion pro-
posé dans [28] est une méthode permettant la mesure d’un
tel propagateur de diffusion P. Il se base sur 1’échantillon-
nage du profil de diffusion dans la totalité de I’espace Q (a
trois dimensions) et applique la transformée de Fourier de
I’Eq.(1) afin d’estimer P. Dans un contexte ou I’origine du
phénomene de diffusion observé est mal compris, cette mé-
thode est avantageuse car elle permet 1’estimation du pro-
pagateur de diffusion sans aucun modele ou a priori sur le



profil de diffusion angulaire et/ou radial. Bien que le DSI
soit I’'une des méthodes les plus prometteuses en théorie,
elle n’est pas praticable pour des applications cliniques :
le temps d’acquisition nécessaire pour obtenir de la totalité
des données de 1’espace Q dans une résolution suffisante
est tres long (plusieurs heures).

Une alternative intéressante a 1’échantillonnage complet de
I’espace Q a été proposé par Tuch et al. [27], en réduisant
I’échantillonnage du signal sur une sphere de rayon donné.
Cette échantillonnage a haute résolution angulaire HARDI
permet de calculer des caractéristiques uniquement angu-
laires du propagateur de diffusion P, par exemple fonction
de densité d’orientation (ODF), isoprobabilité angulaire,
etc. Ces caractéristiques peuvent notamment servir de base
aux algorithmes de trajectographie ayant pour but la re-
construction de faisceaux de fibres de la substance blanche,
méme en présence de croisements. De nombreuses mé-
thodes HARDI ont déja été proposées dans la littéra-
ture [1, 4, 7, 14, 17, 23, 27]. Ces méthodes utilisent de
forts a priori sur le profil radial du signal mesuré E :
décroissance gaussienne [7, 23], ou en « delta » comme
dans [1, 17, 27].

L’échantillonnage parcimonieux [2, 29], parfois dénoté
échantillonage hybride [29] a été la suite logique de ces tra-
vaux. Il considere un échantillonnage sur plusieurs spheres
dans I’espace Q. Contrairement a 1’échantillonnage DSI
qui acquiert tout I’espace Q, I’échantillonnage hybride ré-
partit de maniere parcimonieuse les échantillons. L’avan-
tage de cet échantillonnage est qu’il permet & la fois une
analyse angulaire et radiale, ce que ne permettent pas les
méthodes basées sur un échantillonnage HARDI, et tout
ceci en un temps cliniquement acceptable. Récemment,
nous avons proposé dans [6] une méthode générique pour
I’estimation du profil de diffusion E sans a priori de forme
pour un tel échantillonnage qui unifie de nombreuses mé-
thodes de la littérature. Cette approche estime le signal F/
par le biais d’une base de fonctions de Gauss-Laguerre
et d’harmoniques sphériques dans laquelle F est estimé
de maniere parcimonieuse. Dans la section 2.1, nous rap-
pelons rapidement cette méthode d’estimation. Puis, nous
évaluons I’influence de différentes stratégies d’échantillon-
nages parcimonieux sur cette méthode d’estimation du si-
gnal de diffusion F, a partir des données synthétiques dans
la section 3. Nous concluons sur les résultats a la section 4.

2 Estimation du profil de diffusion
2.1 Séries de Fourier sphérique

Afin d’étre le plus complet possible, nous rappelons dans
cette section la méthode générique d’estimation du pro-
fil de diffusion publiée dans [6]. L’objectif final étant de
calculer le propagateur de diffusion P, une reconstruction
correcte du profil de diffusion E est nécessaire. La Fig.1
résume le processus de 1’échantillonnage jusqu’a 1’esti-
mation du propagateur de diffusion P. Nous considérons
une base de fonctions adaptées pour reconstruire le signal
de diffusion continu a partir d’un nombre d’échantillons

discrets quelconque. Afin de tirer parti d’une distribution
d’échantillonnage (généralement une ou plusieurs spheres
dans I’espace Q) nous définissons la base orthonormée sui-
vante, combinant fonctions radiales R,, et angulaires ;"
exprimées en coordonnées sphériques. Nous modélisons le
signal de diffusion ' comme une série dans cette base de
Fourier sphérique SPF (Spherical Polar Fourier) :

N L 1
E(g-u)= lim ZZ Z anim B (@) y" (0), (2)

N—o00
L—o00 n=0 =0 m=—1

avec q = qu tel que u € R® [|u|| = 1, n € N étant
I’indice radial, et [ € N, m € Z, -l < m < [ les in-
dices angulaires des fonctions de base de la SPF. Les co-
efficients a,;,, ponderent la séries de SPF, composée des
harmoniques sphériques réelles (HS) y;" et des fonctions
de Gauss-Laguerre (GL) R,,.

Les harmoniques sphériques dans le contexte de 'IRM de
diffusion présentent de nombreux avantages et sont cou-
ramment utilisées en IRMd [1, 4, 14, 17]. Contrairement
a d’autres bases de fonctions telles que celles utilisant les
fonctions a bases radiales [27], nous permettons ici de re-
présenter le signal de diffusion par un petit nombre de coef-
ficients, sous 1’hypothese que celui-ci soit essentiellement
composé de basses ou moyennes fréquences.

Puisque le nombre d’échantillons radiaux est généralement
tres limité (4 ou 5 au plus), nous souhaitons que le signal
radial soit parcimonieux dans R,,, i.e. que E soit suffisam-
ment bien caractérisé par un ordre n < N faible. Plusieurs
études [3, 22] ont rapporté que le profil empirique du signal
se comportait comme la composition de plusieurs gaus-
siennes, dont le nombre est déterminé par la norme maxi-
male du vecteur de diffusion ||¢,q.||- En se basant sur ces
observations, elles suggerent de modéliser la diffusion lo-
cale par une fonction bi-gaussienne, correspondante a un
mélange de diffusion lente et rapide (diffusion intra et ex-
tra cellulaire). Néanmoins, la relation qui lie le modele bi-
gaussien et la diffusion microscopique réelle sous-jacente
est encore imprécise [3, 22]. Nous considérons donc une
estimation plus générale de la composante radiale du si-
gnal de diffusion par I’utilisation d’une base de fonctions
de Gauss-Laguerre R, :

Ry, (q) = Ky exp (—32) LY? (f) , 3)

avec la constante K,, = 1/2n!/(¢3/2T (n + 3/2)), le fac-
teur d’échelle ¢ et les polyndmes de Laguerre générali-
sés Lgf‘)(x). Un troncature radiale a I'ordre n < N im-
plique (N +1) coefficients. Un ordre de troncature N faible
force I’hypothése d’une décroissance gaussienne comme
pour les méthodes [2, 23], qui provient de la normalisation
des polynomes de Laguerre en coordonnées sphériques.
Au contraire, un ordre de troncature IV élevé reliache cette
contrainte et permet une estimation de profil de diffusion
potentiellement complexes.




b) Echantillonnage
de l'espace Q

a) Image IRM de
diffusion du cerveau

FFT
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d) Déduction du
propagateur de diffusion P

¢) Reconstruction du
profil de diffusion E

FIGURE 1 — IRM de diffusion : les étapes nécessaires a I’estimation du propagateur de diffusion P. Le choix de I’échantillonnage dans

I’espace Q est crucial pour les étapes suivantes. De gauche a droite :

(a) L'image IRMd du cerveau est acquise a trois dimensions ;

(b) Contrairement a I’'IRM anatomique pour laquelle chaque voxel donne une valeur scalaire, I’'IRMd échantillonne plusieurs valeurs de
I’espace Q de diffusion ; (c) A partir de cet ensemble de données réduit, on veut reconstruire le profil de diffusion £ dans son intégralité ;
(d) Une fois le signal E reconstruit, on peut en déduire le propagateur de diffusion P.

Les ordres de troncatures [N et L sont en pratique reliés
au nombre d’échantillons des données, et ajustent la ba-
lance entre densité des données disponibles et a priori
sur la forme du signal de diffusion. En pratique, N et L
sont choisis tel que le nombre total de coefficients n, =
(N + 1)(L + 1)(L + 2)/2 soit approximativement égal
au nombre d’échantillons ng, soit n, < ng. Le choix de
favoriser N ou L dépend largement de la distribution des
échantillons dans I’espace Q, et donc final de la caractéris-
tique du propagateur P que 1’on souhaite observer : L élevé
pour des caractéristiques angulaires (image d’anisotropie,
ODF, trajectographie, etc.), ou N élevé pour des caracté-
ristiques radiales (image de diffusion radiale, probabilité
de déplacement nul, efc.).

2.2 Calcul des coefficients

Nous proposons d’estimer le signal de diffusion dans la
base SPF, pour chaque voxel, par la méthode de minimi-
sation aux moindres carrés régularisés. Pour la suite, nous
décrivons I’estimation du signal de diffusion F(x, q) pour
un voxel x quelconque du volume de I’'image d’IRM de dif-
fusion, F/(q) en notation simplifiée. Soit {g; }ic[1,n,) 12 fa-
mille d’échantillonnage de I’espace Q. On définit E comme
le vecteur des observations du signal de diffusion pour {g; }
tel que E = (E[q1], ..., E[qns])" et A le vecteur des co-
efficients {@nim fnim<n. tel que A = (aggo, - - -, aNLL)T
La matrice M de la base des fonctions SPF, de taille
g X N, s’écrit M= (R (q;)y" (W;)) nim x jews xv Dans
le cas ou ng > ne, le systtme d’équation est surdéter-
miné, le systéme d’équations linéaire du probleéme s’écrit
sous la forme matricielle E = MA + € avec ¢ la ma-
trice de variance-covariance d’erreur. On cherche les co-
efficients A qui minimisent la norme quadratique de I’er-
reur |e|]| = ||[E — MA]|, et qui se déterminent donc via
la pseudo-inverse de M. En pratique, ce probléme est mal
posé du fait du faible nombre d’échantillons disponibles, et
I’inversion de M entraine des problémes de stabilité numé-
rique de I’inversion de M. On régularise le probleme par

I’injection d’a priori sur le signal par les matrice N et LL :

A = argmin [|[E — MA|]? + M |IN||2 + N ||L]J> @)
A€ER"c

Les matrices de régularisation N et L sont des matrices
diagonales tel que diag(IN) = n(n + 1) et diag(L) =
I(I + 1). Ces matrices pénalisent les hautes fréquences
des parties radiales et angulaires de 1’estimation dans la
base SPF, sous I’hypothese qu’elles capturent le bruit. Les
termes A, et \; permettent de pondérer cet a priori. De
maniere similaire a [14], la régularisation dans le domaines
des harmoniques sphériques est équivalente a 1’application
d’un filtre de lissage dans 1’espace Q [16]. Nous considé-
rons un terme de régularisation supplémentaire qui permet
de favoriser une décroissance mono-gaussienne, en accord
avec les résultats empiriques. La solution de I’Eq.(4) est
alors donnée par la pseudo-inverse de Moore-Penrose ré-
gularisée :

A=M"M+ NL'L + \,NTN)"'MTE (5

Le facteur d’échelle ¢ dans la fonction R,, de la base SPF
joue un réle important dans la convergence entre 1’estima-
tion et les données réelles. On peut remarquer que le pre-
mier terme de la série des fonctions de Gauss-Laguerre Ry
est une gaussienne, a un coefficient multiplicateur pres. Or,
le signal de diffusion s’écrit E(q) = exp(—4mq?7D) dans
le formalisme de Stejskal-Tanner [25], avec D le coeffi-
cient de diffusion apparent (ADC). Par identification entre
les termes exponentielles, on obtient la formule du fac-
teur d’échelle ¢ = (877D)~!. L’estimation de ¢ par cette
méthode permet donc de capturer une décroissance mono-
gaussienne du signal des le premier terme n = 0, les termes
n suivants servant a I’estimation d’une éventuelle queue os-
cillante. ’avantage de cette méthode est que le calcul du
facteur d’échelle ¢ prend en compte tous les échantillons
disponibles du signal de diffusion, contrairement a la mé-
thode précédente.



3 Comparaison des échantillonnages
de ’espace Q

Le nombre d’échantillons du signal E est fortement limité
par le temps d’acquisition, pendant lequel le patient doit
rester immobile. La distribution des échantillons est donc
cruciale et doit étre choisie avec précaution. Considérant un
nombre donné d’échantillons, quelle est 1a meilleure répar-
tition de ces échantillons dans I’espace Q ? Quel ordre de
troncature radiale IV doit on choisir pour estimer les don-
nées a décroissance gaussienne et bi-gaussienne ? C’est a
ces questions reliées au protocole d’échantillonnage que
nous essayons de répondre ici.

3.1 Echantillonnage de ’espace Q

Modélisation. Soit n, € N le nombre total d’échan-
tillons de I’espace Q et n, € N le nombre de spheres
d’échantillonnage. On désigne par quin €t gmax les vec-
teurs de diffusion minimal et maximal de I’échantillonnage
en question.

Nous définissons le rayon de la i€ sphere avec ¢ € [1, ny
par la fonction gg, dont le parametre 5 permet de faire va-
rier la position des spheres dans I’intervalle [gmin, Gmax] :

i—1
ny — 1

B
qi (ﬂ) = ( ) (Qmax - Qmin) + Gmin (6)
et ¢1(8) = 0. Dans cette étude pour des raisons de sim-
plicité, nous supposons que les spheres sont uniformé-
ment réparties dans 1’espace Q (8 = 1), dans ’intervalle
[Qmin7 qmax] = []—7 30} mm~'.
Nous définissons le nombre d’échantillons pour la x¢
sphere telle que € [1, ny) par la fonction f,, dont le pa-
rametre de dispersion 1 permet de faire varier le nombre
d’échantillons suivant le rayon g, de la sphere en question :

Jaln) = (%)nnm )

Plus la dispersion 77 est grande, plus les échantillons sont
répartis sur les spheres extérieures de 1’espace Q, au détri-
ment des spheres intérieures.

Plusieurs méthodes de calculs par minimisation d’énergie
electrostatique ont été proposées dans la littérature pour
obtenir des spheres uniformément échantillonnées [11, 13,
15, 18]. Nous faisons subir aux spheres qui posseédent peu
d’échantillons une rotation aléatoire afin de ne pas biai-
ser I’estimation du signal F dans une direction arbitraire
(fz(n) < 6 dans nos expériences). Nous ne considérons
pas d’a priori sur les directions privilégiées des micro-
structures mesurées (structures orientées suivant un certain
angle connu par avance, par exemple).

La Tab.1 donne I’allure des échantillonnages de 1’espace Q
générés en 3D par les Eq.(7) et (6), dont les coupes cen-
trales sont projetés sur un plan 2D pour illustration.

Relation avec les échantillonnages existants. L’ échan-
tillonnage donné par le paramétrage f(n = 0) correspond &

un nombre constant d’échantillons par sphere, comme dé-
crit par [5, 19, 24]. L’échantillonnage donné par le paramé-
trage f(n = 2) correspond a une répartition uniforme des
échantillons dans ’espace Q comme décrit par [2, 29]. La
section qui suit va nous permettre d’évaluer la meilleure
répartition des échantillons dans 1’espace Q, a savoir les
parametres de dispersion 7 et le nombre de sphere np.

3.2 Données de diffusion

Syntheése des données. Pour les expériences suivantes,
nous synthétisons le signal de diffusion E par un mélange
multi-tensoriel :

Ny
E(g-u) =) fiexp (—4n’7(g — m;)*u"D;u)  (8)
=1

avec 7 = 10725 le temps de diffusion, f; la pondération
) . Ny 4

de la ¢ gaussienne, telle que > ;/; fi = 1. La présence

de la moyenne m; de la ¢ gaussienne permet de simuler

une décroissance radiale multi-gaussienne a moyenne non

nulle.

Détermination de I’ordre de troncature radiale .

Nous souhaitons déterminer en pratique quel ordre de tron-

cature radial NV est suffisant pour 1’estimation du signal de

diffusion. La Fig.2 illustre une simulation des différents
profils du signal de diffusion a priori les plus communé-
ment rencontrées dans la matiere blanche du cerveau :

(a) diffusion isotrope Fig.2a avec {N; =1,mq =0, f1 =
1, diag(D;) = 1/25(0.2,0.2,0.2)" mm?s~1};

(b) un faisceau de fibres a une direction Fig.2b avec
{Ny = 1, mm = 0, i = 1, diag(Dy) =
1/25(1.5,0.2,0.2)T mm?2s~1};

(c) deux faisceaux de fibres se croisant (crossing fi-
bers) Fig2c avec {Ny = 2, m;y = mgo = 0,
fi = 0.5, diag(D;) = 1/25(1.5,0.2,0.2)T mm?s~1,
diag(D2) = 1/25(0.2,1.5,0.2)T mm?3s~1};

(d) une diffusion rapide et une diffusion lente Fig.2d, pour
le cas isotrope avec {N; = 2, mqy = 0, fi = 0.7,
diag(Dy) = 1/20(0.2,0.2,0.2)T mm?s~1, my = 15,
diag(D;) = 1/20(0.2,0.2,0.2)T mm?2s~1}.

Dans la Fig.3, nous déterminons quelle ordre de tronca-

ture radiale N est suffisant pour I’estimation précise des

signaux de diffusion présentés a la Fig.2. L’erreur norma-
lisée £ du spectre d’énergie entre le signal original et les
données reconstruites est exprimée par :

ng N L l
= dity Elq]? - D=0 2210 D=1 a’ilm
Zi:ql E[QiP

Conditionnement. Le conditionnement C' est un in-
dice intéressant pour quantifier ’influence de la straté-
gie d’échantillonnage sur la stabilit¢é numérique de la re-
construction, indépendemment des données. Cet indice me-
sure le conditionnement de la matrice régularisée M,.., de
I’Eq.(5) telle que :

&

C))

C = [|Myeg|loo] M2, I (10)

reg



[ n=-2 n=—-1 n=0 n=1 n=2 n=3
. . . S M I :
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ny = 10 :

TABLE 1 — Vue d’ensemble des différentes stratégies possibles pour I’échantillonnage de 1’espace Q en fonction du nombre de sphere ny
et du parametre 77 donné par I’Eq.(7). Le nombre d’échantillons total est fixe n, = 3000. Le rayon des spheres est distribué uniformément

dans I’intervalle [gmin, gmax] (8 = 1).

(b) Diffusion restreinte
par un faisceau de fibres.

(a) Diffusion libre gaus-
sienne et isotrope.

- -

(d) Diffusion restreinte bi-
gaussienne et isotrope

(c) Diffusion restreinte
par un croisement de deux
faisceaux de fibres.

FIGURE 2 — Quelques profils typique du signal de diffusion lo-
cale fréquemment rencontrés dans la substance blanche du cer-
veau humain. Les données sont représentées en tant que coupe
2D centrale de I’image volumique 64 x 64 x 64, dont le centre
q = 0 de I’espace Q est le centre de I’image.

o2st |- isotrope mono-gaussien ,
) - - un faisceau mono-gaussien
\q) ' . .
L 0200 — deux faisceaux mono-gaussien ||
g isotrope bi-gaussien
g 0a15p 1
o S
(=] AN
= 0.10f . 1
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jw | o |
25 0.05 AN e

el
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0 1 2 3 4

Ordre de troncature radiale N

FIGURE 3 — Influence de I’ordre de troncature radiale N sur I’er-
reur normalisée du spectre d’énergie entre les données originales
et la reconstruction dans notre base. Le nombre d’échantillons est
ng = 64%, et la troncature angulaire est L = 4.

Nous effectuons une comparaison des différentes stratégies
d’échantillonnage a la Fig.4, générées par les Eq.(7,6). Ce
graphique illustre I’évolution de la reconstruction de £ en
fonction du nombre de spheres n;, et du parametre 7). Autre-
ment dit, chaque pixel des images de la Fig.4 représente un
type d’échantillonnage, modélisé par le nombre de spheres
ny et le parametre 7. La luminosité du pixel donne les
performances de cet échantillonnage, mesuré par le condi-
tionnement C' : plus C' est faible, meilleure est la stabilité
numérique de la reconstruction. En conséquence, plus le
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(a) ng = 120. Unseul
type échantillonnage donne
des résultats satisfaisants.

(b) ng = 200. Un petit
nombre d’échantillonnages

(n € [—1,1]) donnent des
résultats satisfaisants. Le nombre

de spheres ny, est déterminant.

(¢c) ng = 300. Un nombre
important d’échantillonnages
(n € [—1, 2]) semblent satis-

faisants. Le nombre de spheres
np, n’est pas déterminant.

(d) ng = 120. La régularisation
réduit I’instabilité numérique et la
variabilité entre échantillonnages.

FIGURE 4 — Chaque pixel correspond a un type d’échantillonnage paramétré par les Eq.(7,6). La luminosité du correspond au condition-
nement C : plus le pixel est sombre, meilleur est I’échantillonnage. Les graphiques présentent 1’évolution du conditionnement C' avec la
distribution d’échantillonnage paramétrée par 7 et le nombre de sphere ny. Plus la valeur de C' est basse, plus la reconstruction est stable.
Le symbole n, dénote le nombre total d’échantillons. Les ordres de troncatures angulaires et radiales sont L = 4 et N = 3, en consé-
quence, le nombre de sphere minimum est ny > 3. (a), (b), (c) Pas de régularisation : A\, = A; = 0. (d) Régularisation radiale et angulaire
pondérées par : A, = 10™*, \; = 107°. Les données simulent un croisement de faisceaux de fibres nerveuses Fig.2c.

pixel est sombre, meilleur est 1I’échantillonnage. Seul les
résultats sur les données en profil de croisement de fibres
nerveuses (c.f. Fig.2d) sont données car nous n’avons pas
observé de différences significatives avec les autres confi-
gurations de la Fig.2. Une analyse plus poussée de deux
échantillonnages spécifiques (n = {0, 2}) est illustrée a la
Fig.5.

La Fig.6 illustre les mémes expériences que la Fig.4 pour
des résultats qualitatifs de bonnes et mauvaises reconstruc-
tions du signal de diffusion F.

4 Résultats et Discussion

Les résultats de la Fig.3 suggerent qu’un ordre de tronca-
ture radiale raisonnable dépend du profil des données a es-
timer. Néanmoins, dans toutes nos simulation de données
de la Fig.2, la convergence vers les données originale est
réalisée pour N = 3. Concernant le parametre 7, les ré-
sultats de la Fig.4 indiquent que les meilleures stratégies
d’échantillonnage de I’espace Q sont données pour une va-
leur de ) € [—1,2]. Cette conclusion est accentuée pour un
nombre total d’échantillons décroissant comme le montre
la Fig.4(a-c). Ces résultats sont en accord avec les autres
propositions de la littérature [2, 5, 19, 29].

En concordance avec les résultats de la Fig.4, nous avons
comparé plus profondément deux stratégies du parametre
n alaFig.5 : « répartition constante » des échantillons sur
la sphere constante (n = 0) et « répartition uniforme » des
échantillons dans 1’espace Q en considérant les coordon-
nées sphériques (n = 2). Dans ce graphique, n, = 300,
ny € [1,10] et 'ordre de troncature angulaire est L = 4.
La Fig.5a montre 1’évolution du nombre de condition C' en
fonction du nombre de sphere d’échantillonnage n;, et de
I’ordre de troncature radiale N. Comme attendu, la valeur
de C est élevée pour N > ny et donne des résultats tres

instables. Pour N < ny, le nombre de condition décroit
faiblement avec des valeurs croissantes de N et est quasi
indépendant des valeurs de n;,. Les résultats de 1’échan-
tillonnage a répartition constante (7 = 0) ont une évolu-
tion plus monotone de C que pour la répartition uniforme
(n=2).

Les Fig.5b et (c) donne 1’évolution du PSNR pour la re-
construction d’un signal composé de mixture gaussienne.
Bien que les maxima du PSNR pour les deux réparti-
tions d’échantillonnage soient tres similaires (= 40dB, c.f.
Fig.4), il est clair que I’échantillonnage n = 0 est plus ro-
buste aux mauvaises valeurs de IV et n;,. En outre, la robus-
tesse de la reconstruction aux mauvaises valeurs du facteur
d’échelle ¢ peut se lire le long des lignes de la Fig.5b. En
effet, la fonction Ry de la base a une décroissance gaus-
sienne qui devrait entierement caractérisé un signal gaus-
sien isotrope, a condition que la valeur de ( estimée soit
correcte (c.f. Fig.3). Dans la Fig.5b, nous avons volontai-
rement donné une valeur erronée de ( cinq fois supérieure
a la variance du signal. Le signal E est reconstruit pour
N > 3 en accord avec les résultats de convergence expé-
rimental donné par la Fig.3. Une fois de plus, les résul-
tats de la Fig.5b montre que le protocole d’échantillonnage
n = 0 est plus robuste au mauvaises valeurs de (. Comme
attendu, les résultats sur données bruitées de la Fig.5d ont
un PSNR en moyenne en dessous des résultats sur données
non bruitées de la Fig.5d. Il est intéressant de noter que
les meilleurs résultats sur données bruités ont été obtenus
pour des ordres de troncature radiale N moins élevé que
sur données non bruitées. Ceci s’explique par le fait qu’une
reconstruction du signal avec une valeur de IV élevée peut
capturer significativement plus de bruit que pour une faible
valeur de N.

Les résultats des expériences précédentes suggerent que la
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FIGURE 5 — Comparaison de I’échantillonnage a répartition uniforme (n = 0, a gauche) et constante (n = 2, a droite), en fonction de
I’ordre de troncature radial N de la base SPF et du nombre de sphere ny, de 1’espace Q. (b) Signal E isotrope (c.f. Fig.2a) avec un facteur
d’échelle ¢ cinq fois supérieur a la variance de E. (d) Du bruit de Rice est ajouté aux données, tel que le PSNR=18.9 dB.

stratégie d’échantillonnage par répartition constante (n =
0) donne de meilleures performances que I’échantillonnage
uniforme (n = 2). Les meilleurs reconstructions quan-
titatives sont obtenues pour 1’ordre de troncature radiale
N =~ 3 et un nombre de sphere n, ~ 4. Cela confirme
qu’un bon échantillonnage des basses fréquences de 1’es-
pace Q permet une meilleure reconstruction du signal au
sens de ’erreur quadratique. Cela s’explique par la ré-
partition de I’énergie du signal de diffusion E' majoritai-
rement pour des valeurs de ¢ faibles, d’apres ’a priori
gaussien du signal. Il est intéressant de noter que Jones et
al. dans [18] ont obtenu des résultats contradictoires aux
ndtres. En effet, pour le cas restreint de la méthode DTI
avec deux spheres d’échantillonnages, les auteurs ont ob-
servé de meilleurs résultats avec plus d’échantillons sur les
spheres extérieures ( > 0). Ces résultats contradictoires
s’expliquent notamment par I’a priori gaussien de la mé-
thode DTI qui contraint fortement le modele et compense
le faible rapport signal sur bruit du signal de diffusion pour
des valeurs de q élevées (i.e. E(q) proche de zéro). L'uti-
lisation d’un modele moins contraint, comme c’est le cas
de notre base SPF pour des ordres de troncatures radial N
et angulaire L suffisamment élevés, permet d’approximer
le signal de diffusion avec plus de précision que le DTI ce
qui le rend également plus sensible au bruit. Nous avons
proposé une estimation du signal dans la base SPF robuste

au bruit de Rice de I'IRM de diffusion dans [6].

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons étudié 1’influence de I’échan-
tillonnage pour 'IRM de diffusion. A notre connais-
sance, ce travail est ’'un des premier sur ce sujet sensible
de I’échantillonnage de ’'IRMd. Nous avons évalué I’in-
fluence de ces stratégies sur la qualité de reconstruction
du signal dans la base de fonctions d’harmoniques sphé-
riques et de Gauss-Laguerre. Les résultats indiquent qu’il
est préférable de favoriser un échantillonnage de I’espace
Q pour de faibles gradients de diffusion. Nous avons identi-
fié un sous ensemble de distribution d’échantillonnages qui
donnent les meilleurs performances, en adéquation avec
des contraintes de temps pour une application clinique. Il
nous semble particulierement intéressant de valider ces ré-
sultats formulés sur la base de données synthétiques, dans
le cadre de données réelles issues de 1’acquisition d’ IRM
de diffusion du cerveau humain.
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